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4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se analiza el estado limite Gltimo de estructuras metalicas esbeltas que colapsan
por fendmenos de inestabilidad global o local. El analisis se centra en la barra aislada, los
entramados de barras y los sistemas estructurales formados por elementos superficiales planos.

Se pasa revista a los factores que influyen en la resistencia ultima de estas estructuras: efectos no
lineales geométricos y mecanicos, imperfecciones geométricas, tensiones residuales, etc.
También se analizan los diversos métodos de analisis que se han desarrollado hasta la fecha para
estudiar estos efectos.

4.2-FACTORES QUE INFLUYEN EN LA RESISTENCIA ULTIMA DE
LAS ESTRUCTURAS METALICAS ESBELTAS

En primer lugar estan los factores comunes a todos los sistemas estructurales, entre los que cabe
citar la no-linealidad debida al comportamiento del material (no-linealidad mecanica) y la no-
linealidad debida a los cambios en la geometria de la estructura inducidos por la deformacion
(no-linealidad geométrica).

En segundo lugar hay otros factores especificos de las estructuras metalicas, como son el
comportamiento elasto-plastico del acero, la existencia de fensiones residuales internas debidas a
los procesos de fabricacion (laminacion, soldadura, etc.), las posibles variaciones de los
parametros del material a lo largo de la seccion y las imperfecciones geométricas toleradas en la
construccion y el montaje.

Por ultimo, las condiciones de contorno y la solicitacion también pueden ser otra fuente de no-
linealidad, que no se considera en esta tesis.

4.2.1 NO-LINEALIDADES MECANICAS

Las ecuaciones constitutivas relacionan las tensiones con las deformaciones y dependen del tipo
de material. El acero de construccion, solicitado por tensiones de comparacion G, inferiores a
su limite elastico, tiene un comportamiento elastico y lineal. Si la tension de comparacion
alcanza el limite elastico, el material pasa a comportarse de forma elasto-plastica. Su respuesta
queda determinada por el criterio de plastificacion adoptado y la regla de flujo, que determina la
direccion de las deformaciones plasticas. También se puede definir una regla de endurecimiento,
ya sea isotropo, cinematico o mixto.

En piezas prismaticas se suele simplificar el comportamiento elasto-plastico del acero, aceptando
que la plastificacion se asocia solo a las tensiones longitudinales ¢. En la figura 4.1 se representa
el comportamiento simplificado uniaxial del acero con los diagramas tension - deformacion
para el caso elastico-lineal, rigido —plastico y elasto-plastico sin endurecimiento. El modelo
rigido-plastico, desprecia las deformaciones elasticas frente a las plasticas, lo que permite utilizar
métodos de calculo simplificados para estimar las llamadas cargas de rotura rigido-plasticas.
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Diagramas uni-axiales tension — deformacion del acero

o ¢) o

Elastico-lineal Rigido-plastico Elasto-plastico
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Figura 4.1.

En la figura 4.2 se representan los diagramas momento-curvatura de una rebanada solicitada a
flexion, suponiendo diversos comportamientos del material. El modelo eléstico-perfectamente
plastico supone admitir comportamiento lineal del material hasta que se alcanza el momento de
plastificacion de la seccion Mp y se forma una rétula pléstica.

Diagramas Momentos curvatura de una rebanada

M M

Elastico-lineal Rigido-plastico
— T—
X X

‘ M ‘ M Elasto-perfectamente

Elasto-plastico

Mp | Mp | Péstio
MI; — Me<M-Mp MI; — M<Mp Mp
1% % T ]
=X =X
Figura 4.2

4.2.2 NO-LINEALIDADES GEOMETRICAS

Las ecuaciones cinematicas relacionan los desplazamientos de los puntos de la estructura con
las deformaciones. La no-linealidad de estas ecuaciones es consecuencia de la descripcion
matematica de la deformacion del solido. Para que estas relaciones puedan linealizarse, los
movimientos experimentados por el soélido al deformarse deben ser muy pequenos (en rigor,
infinitesimales).

Las ecuaciones de equilibrio, relacionan las cargas aplicadas con las tensiones o los esfuerzos
soportados por la estructura. La no-linealidad de estas ecuaciones se debe a que el equilibrio para
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unas cargas dadas se alcanza en la posicion deformada, ligera o notablemente distinta de la
situacioén neutra sin cargas, en la que suele basarse la definicion de la geometria de la estructura.
Este ultimo efecto es de gran importancia en las estructuras metalicas, ya que la alta relacion
entre la resistencia y el peso del acero conduce a estructuras muy esbeltas y, por consiguiente,
muy deformables.

Tres son las descripciones cinematicas que se suelen emplear en la mecéanica de los solidos
deformables para formular las ecuaciones cinematicas y las ecuaciones de equilibrio: La
“lagrangiana total” (LT), la “lagrangiana actualizada” (LA) y la “co-rotacional” (CR) o
intrinseca .Se distinguen por la configuracion de referencia que emplean. Otras dos descripciones
son la euleriana y la ALE (arbitrary lagrangian eulerian 6 “euleriana-lagrangiana’), preferidas en
hidraulica, pero poco empleadas para solidos deformables.

La diferencia fundamental entre las mallas lagrangianas y las eulerianas es que en las primeras
las coordenadas de los nodos se desplazan al hacerlo las particulas materiales, mientras que en
las segundas, las coordenadas de los nodos permanecen fijas coincidiendo con las coordenadas
espaciales, actualmente se estan empleando también métodos sin definir una malla “Meshless”
(ver Belytschov 1994).

En la figura 4.3 se representa la configuracion neutra (sin cargas) de un so6lido, definida por las
coordenadas X y la configuracion final (cargada) del mismo sélido, definida por las coordenadas
x. Las cargas han producido unos desplazamientos u =x-X. El problema asi formulado utiliza
una descripcion “lagrangiana total”, ya que los movimientos u se refieren a la geometria neutra
(sin cargas).

Configuraciones de referencia

Configuracion final (cargada)

X = Configuracion neutra (sin cargas)

Figura 4.3

Normalmente, la formulacion LT se simplifica, admitiendo que, como los materiales
estructurales son poco deformables, las deformaciones son pequefias frente a la unidad (teoria de
pequefias deformaciones).

En la figura 4.4 se representa la configuracion neutra (sin cargas) de un sélido definida por las
coordenadas X, la configuracion de equilibrio correspondiente a unas cargas F y la configuracién
de equilibrio correspondiente a unas cargas F+AF. El incremento de cargas AF provoca un
incremento de desplazamientos (Au, Av). El problema asi formulado utiliza una descripcion
“lagrangiana actualizada”, acompanada de un proceso incremental: La ultima configuracion de
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equilibrio alcanzada en el anélisis, es la que se utiliza como configuracion de referencia para
definir el incremento de movimientos (Au, Av), asociado al nuevo incremento de las cargas AF.

La ventaja que se obtiene con la formulacion “lagrangiana actualizada”, frente a la formulacion
“lagrangiana total” es que, al subdividir el proceso de analisis en saltos pequenos, en el analisis
correspondiente a cada salto, se pueden incluir simplificaciones derivadas del hecho de que el
movimiento asociado al salto es pequeio, o al menos, que los giros asociados al salto son
moderados (teoria de pequefias deformaciones y giros moderados).

Configuraciones de equilibrio

AUB

Conf. de equilibrio

Para F+AF. AVB

UA

~ Conf. de equilibrio
Para F. VB
VA
Conf. neutra UB
A B
Figura 4.4

La formulacion “co-rotacional” es la mas reciente de las tres. Su principal campo de aplicacion
se encuentra en los problemas que mas nos interesan, con grandes giros y pequefias
deformaciones. Se empez6d a desarrollar en 1980 y tiene sus raices en la vieja idea de
descomponer el movimiento total, en un movimiento de so6lido rigido y en un movimiento
asociado exclusivamente a las deformaciones. Utiliza dos configuraciones de referencia:

A. La configuracion neutra (sin cargas), que se mantiene fija durante el analisis y a la que se
refiere el movimiento de solido rigido.

B. La configuracion co-rotacional, que se obtiene, para cada elemento, a través de un
movimiento de sélido rigido de la configuracion neutra. La deformacion del elemento, se mide
con respecto a la configuracion co-rotacional y se admite que los movimientos referidos a dicha
configuracidon son muy pequefios, lo que autoriza a utilizar la cinematica lineal. Cuando estas
hipotesis no se cumplen en algun elemento, se divide el elemento en mas elementos. Esta
formulacion presenta la ventaja de desacoplar las no-linealidades mecéanicas de las no-
linealidades geométricas. Las no-linealidades mecanicas se incorporan al analisis al considerar el
comportamiento con respecto a los ejes co-rotacionales, y las no-linealidades geométricas se
incorporan al analisis al considerar el cambio de ejes desde la configuracion neutra a la co-
rotacional.

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestra un esquema de la descomposicion del movimiento total en la
formulacion co-rotacional para una barra y un elemento superficial plano.
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Descomposicion del movimiento en una barra.

ud
S Configuracion actual
ur 6B

05 1o

Configuracion co-rotacional

vr . o
Movimientos de solido

rigido = {ur,vr,0r}

Movimientos deformacionales
B = {ud,0A.0B}

Configuracion neutra

Figura 4.5

Descomposicion del movimiento en un elemento superficial plano.

Configuracion actual

Movimientos de solido rigido = {
UA,VA,WA,UB,VB,WB,UC,VC,WC}
Movimientos deformacionales = {uB
,UC,VC,BxA,0yA,0xB,0yB,0xC,0yC}

C VC

"\
UA VA

Y UB
A X B
X Configuracion base (neutra)
7
Figura 4.6

Un aspecto que condiciona la complejidad del andlisis geométrico es la magnitud de los giros
experimentados por el sélido en su deformacion. Los giros finitos no son aditivos ni
conmutativos, tal como se puede apreciar en la figura 4.7.
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No conmutatividad de los giros

Figura 4.7.

Asi, al girar un vector {a}, con respecto a un eje {@= (9x, @y, ¢,)}, una magnitud
{9} @ =./@; + @, +¢. , se obtiene un vector {b}, que viene dado por (ver Rodrigues (1840)):

{b}—[[zwi“—("”[whl(w]z s ]@}—e[m{a}
........................... 4.1

(0} 21 /2

Rotacion de un vector a alrededor de un eje ¢

Figura 4.8

donde las matrices que nos definen este giro vienen dadas por:
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0 -9. o
wl=l ¢. 0 -9,
T L (4.3)
(02 +92) 9.0, 0 0.
W= ¢.-0, -(+¢*) o,-0.
2 2
0.0, o —lolol) (4.4)

Para rotaciones moderadas, se puede admitir la aproximaciéon sin((p)z 0oy sin(g]z %, que

conduce a {b}z ([I ]+ [W]+%[W]2 a}. El altimo término es el que marca la diferencia entre la

teoria de pequenas rotaciones (se desprecia) y la teoria de rotaciones moderadas (se considera).
4.2.3 IMPERFECCIONES GEOMETRICAS

En cuanto a las imperfecciones geométricas de los sistemas estructurales, se puede distinguir
entre desplomes, combaduras ¢ imperfecciones locales, ver figura 4.9. Su determinacion requiere
de estudios estadisticos. Normalmente, las normas establecen las tolerancias de fabricacion y
montaje, es decir, las imperfecciones méximas admisibles en una estructura bien ejecutada.

Combadura y desplome de una barra Imperfeccion geométrica local

d=L/1000

Figura 4.9
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4.2.4 TENSIONES RESIDUALES

Las estructuras metalicas laminadas o armadas por soldadura presentan, debido a su proceso de
fabricacion, tensiones residuales internas cuyo origen radica en la variacion del limite elastico
del acero con la temperatura: al aumentar la temperatura el limite elastico del acero baja,
llegando a ser casi nulo a la temperatura de 900°C.

En los perfiles laminados en caliente, después de la laminacion, el enfriamiento de las zonas que
presentan mayor concentracion de masa es mas lento que el de las zonas con mucho perimetro y
poca masa, de manera que, cuando algunas partes ya se han enfriado, otras permanecen calientes.
Cuando las ultimas tienden a contraerse por enfriamiento, las que ya estan frias, coartan esta
deformacién y se originan unas tensiones internas longitudinales auto-equilibradas, que
permanecen en el perfil. Pueden ser del orden del 30 al 60% del limite elastico del acero, segiin
la forma del perfil, ver figura 4.10.

En las piezas armadas soldadas, independientemente de las posibles tensiones residuales de las
chapas base, la soldadura supone el contacto de material fundido con metal solido y a
temperatura ambiente (o mucho inferior en cualquier caso). El enfriamiento del cordon provoca
unas tensiones auto-equilibradas en la seccidn, con valores maximos en los puntos o lineas de
soldadura del orden del 100% del limite elastico, ver figura 4.10.

Por ser tensiones auto-equilibradas, no suponen disminucion de la resistencia Ultima de las
secciones del perfil, pero conducen a la plastificacion adelantada de determinadas zonas de la
seccion y la plastificacion atrasada de otras zonas, lo cual se traduce, a partir de un cierto nivel
de solicitacion, en un aumento de la deformabilidad media de la seccion real con respecto a la
hipdtesis de que no existen tensiones residuales.
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Tensiones residuales en un perfil laminadoy en un perfil soldado.

PERFIL LAMINADO PERFIL SOLDADO

Ort
Ort
Orcl ~J Orc Ort Orc opt
31T T [ 7 [ ] )
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W d Orc Orc
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ort= [b-t/(bt+tw-(d-2-t))]'Orc  Orc=0.25-Ce Ort

b orc=0.3-Ce Ort = Ce

Figura 4.10

4.3- ALGORITMOS DE CALCULO PARA RESOLVER PROBLEMAS NO-
LINEALES

Las ecuaciones cinematicas, de equilibrio y constitutivas de todas las partes integrantes de una
estructura con sus condiciones de contorno, en general, conducen a un gran sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales (por razones geométricas y mecdnicas). El sistema es tanto
mayor cuanto mayor sea la estructura, o para un tamafio dado de ella, cuanto mas precisa se
desee la representacion.

Dada una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales con sus condiciones de
contorno, dos son los caminos para abordar su resolucion: a) Recurrir a la integracion directa, b)
Buscar una solucion aproximada empleando algoritmos de calculo numérico.

La primera opcién es inviable cuando, en una estructura, se pretenden considerar de forma
simultanea los efectos no-lineales mecanicos y geométricos, por lo que nos vemos obligados a
utilizar métodos de discretizacion que transforman el medio continuo en un sistema discreto. Las
opciones son las diferencias finitas y los elementos finitos que se pueden complementar con el
uso de diagramas momento-curvatura y momento-axil-curvatura.

Ambos métodos transforman el problema continuo en una aproximacién discreta con un niimero
finito de grados de libertad.

El proceso que se sigue, en general, para transformar un problema continuo en uno discreto vy,
después, en un problema numérico consta de tres fases, esquematizadas en la tabla adjunta. El
problema se modeliza mediante un sistema de ecuaciones no-lineales. Para que los resultados
numéricos sean fiables, debe comprobarse que se trata de un método estable, convergente y
consistente.

10
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Proceso para transformar un problema continuo en uno numérico

Condiciones contorno (C.C. ) -Dirichlet, Neumann o Cauchy-
Problema Operador
Condiciones iniciales (C.1.)

CC. > Mu=p

Conti =
i hue ClL - u(0)=y
Discretizado |Lu+¢e=o Mu + g* =3
u(0)=y
ri MU =f3
Numérico LU =
UO)=y

{e, €*} son los residuos de la discretizacion, y A hace referencia al paso de la discretizacion.

Se dice que el método es “estable”, cuando una pequena diferencia en las condiciones iniciales
(Y*), genera una solucion cuya diferencia con la solucion inicial estd acotada. (Criterio de
Lyapunov y Poincare). En problemas dindmicos, puede condicionar el incremento de tiempo
entre pasos.

LU =o;MU=8;U0)=y

LV =oa;MV=03;V(O)=y+y*

Lim a- (V-U) = Esta acotado

Se dice que el método es convergente, cuando se cumple la condicion: Lim A—,o (U-u) =0, para lo
que se hace uso de distintas normas: La maxima diferencia en valor absoluto, la suma de las
diferencias en valor absoluto, la norma euclidea o ésta modificada. Las magnitudes a controlar
pueden ser los desplazamientos, las fuerzas desequilibradas o el incremento en el trabajo de las
fuerzas interiores siempre como magnitudes relativas.

Ejemplos tipicos de pérdida de convergencia en el método de los elementos finitos, son el
bloqueo de la solucion “por cortante” y/o “por membrana”. Los bloqueos se resuelven utilizando
integracion reducida, o imponiendo un campo de deformaciones para evitar el bloqueo. El
problema de bloqueo por cortante, se ha eliminado en esta tesis al utilizar los elementos BPT y
CKZ basados en la teoria de Love-Kirchoff .

Se dice que el método es consistente, cuando se cumple la condicién: Lim s € =0. Cuando no
es consistente se pueden perder las propiedades de convergencia. Estudiando el comportamiento
elasto-plastico con endurecimiento lineal, se puede pasar de tener una convergencia cuadratica a
otra lineal si no se utiliza la matriz de rigidez consistente.

Formulado el método numérico que transforma el problema continuo en uno discreto, debemos
abordar la resolucion del sistema de ecuaciones no-lineales que obtenemos. Normalmente el
problema se plantea en los siguientes términos: Se conoce la geometria neutra de la estructura
(sin cargas), las condiciones de contorno y la solicitacion F={F}=p-{Fo} (1 es un parametro
escalar). Se pretende determinar los movimientos de la estructura {X}=X, para diversos valores
de . Al principio pu se hace crecer, hasta que se alcanza el maximo de la curva carga-
movimiento (carga de colapso), y después, si se desea analizar el post-colapso, se hace
disminuir.

11



Capitulo (4) Estado limite 0ltimo en estructuras metalicas esbeltas

La relacion entre las cargas F y los movimientos X son ecuaciones no-lineales F = ¥(X), de las
que se obtienen los residuos R o cargas no equilibradas [en una configuracion arbitraria X', R' =
F - ¥(X")]. Por otra parte, diferenciando la relacién F = ¥(X), se obtiene una expresion lineal
que para una geometria X, relaciona diferenciales de cargas dF, con diferenciales de movimiento
dX, a través de una matriz [K], que recibe el nombre de rigidez tangente de la estructura para la
geometria X, dF = K dX. Esta matriz y las ecuaciones de equilibrio (para calcular residuos),
juegan un papel esencial en los algoritmos numéricos que se han desarrollado para resolver
numéricamente estos sistemas de ecuaciones no-lineales. A continuacion describimos los
algoritmos mas utilizados. Otros algoritmos se pueden consultar en los libros de Crisfield (1991
y 1997).

4.3.1- METODOS INCREMENTALES NO ITERATIVOS

En el método de Euler las cargas se aumentan por incrementos y los movimientos se obtienen
con la rigidez tangente al principio del incremento.

K, "AX =AF_, > "X ="' X+ "AX......ooooo e, (4.5)

ext

Variantes de este método son los de Runge Kutta de segundo orden, entre los que figuran el de
Heun {p=1, o;=1/2, a,=1/2}, el de Ralston {u=0.75, o,=1/3, a,=2/3} y el del punto medio
{p=0.5, 0,=0, ap=1}.

K "AX' =p-AF, > ™X="X+"AX" ... (4.6)

ext

KITAX = AF, D™ X =X+ "AX e, (4.7)

siendo K'=0 'K+ ap'Kyy, AX es el incremento de desplazamiento, K, y K, las matrices de
rigidez evaluadas en "X y "'X.

Los métodos incrementales no iterativos presentan el inconveniente de que, en las
configuraciones por las que se va pasando, no se cumplen las ecuaciones de equilibrio,
acumuléndose un residuo, (ver figura 4.11).

Método de Euler

Puramente incremental

Fext‘

Residuo acumulado

Camino de equilibrio

-

Figura 4.11

12
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4.3.2- METODO DE PICARD

Se parte directamente de las ecuaciones no-lineales, que gobiernan el problema escritas de la
forma [K (X )]-{X }={F}. La matriz K(X), se puede interpretar como una matriz de rigidez
secante que se va actualizando iterativamente con cada conjunto de soluciones obtenidas,
empezando con unos valores de los movimientos prefijados e iterando hasta que se alcanza la
convergencia.

I 2 KXY  F Y (4.8)
I s KXY F Y, (4.9)

4.3.3- METODOS INCREMENTALES ITERATIVOS

Las cargas se aumentan por incrementos y los movimientos se obtienen con un proceso iterativo
hasta que se anula el residuo.

En el método de Newton-Raphson se calcula el incremento de desplazamientos correspondientes
a cada iteracion a partir de la matriz de rigidez tangente y el residuo actualizado al principio de la
iteracion (ver figura 4.12).

En el método de Newton-Raphson modificado se opera, en cada salto de carga, con la rigidez
tangente en el origen del incremento, lo que supone un ahorro en el nimero de operaciones a
realizar en problemas de grandes dimensiones. Otros métodos incrementales iterativos son los
llamados de Quasi-Newton que persiguen actualizar la matriz de rigidez de la forma mas sencilla
posible, entre los que se encuentran el Broyden directo e inverso (de rango 1), el DFP
(Davidenko, Fletcher y Powell) es directo, y el BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno) es
inverso, utilizados en problemas de optimizacidon, ademas estdn los Newton secante, entre los
que figuran el Broyden secante y BFGS secante.

En los algoritmos que se escriben a continuacion se utiliza la siguiente notacion:
i = Iteracion
n = Incremento
"AX' = Prediccion del vector desplazamientos
"8X' = Correccion iterativa del vector desplazamientos
"X? ="™!X = Vector desplazamientos al principio del incremento
Fext = Vector de fuerzas externas
Fint(X) = Vector de fuerzas internas
A = Nivel de carga.

A continuacion se muestran las fases a seguir en el Newton —Raphson:

Se descompone la carga exterior en incrementos, de modo que la fuerza exterior total serd la
. . . fo 1 -1
aplicada en el incremento anterior mas el incremento de carga. "Fext=""Fext + A Fext

Los desplazamientos vienen dados por los desplazamientos en la iteraciéon anterior mas la
correccién asociada a la Gltima iteracion "X' = "X + "8X', o como el desplazamiento al
principio del incremento, mas la suma de las correcciones realizadas en ese incremento "X' =

13
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"X+ "AX'. Tomamos como desplazamientos iniciales del incremento “n”, los obtenidos al final
del incremento “n-1” "X’ = "X,

La diferencia entre las correcciones acumuladas en la iteracién “i”, y las realizadas en la
iteracion “i-1”, viene dada por la correccion realizada en la iteracion “i” "AX'="AX"" + "5X'.

Se calcula el residuo, como la diferencia entre las fuerzas internas y las externas en cada nodo

e .

R(X)=Fint(X)-Fext, donde el residuo en la iteracion “i” del incremento “n”, viene dado por

€69

R("X ") = Fint("X ") - "Fext . La matriz tangente en la iteracion “i-1” del incremento “n” viene
i1, 0"Fint"' , : : :

dada por K("X"") = (_;7; ; la correccion de los desplazamientos viene dada por el sistema

de ecuaciones K("X'™) - "8X' = -R("X'").

Se descompone el proceso de carga en una serie de incrementos y en cada incremento se realizan
las iteraciones necesarias por “anular” el residuo.

Newton Raphson Newton Raphson modificado
Fext} Fext‘
Residuo /\ Residuo /\
Camino de equilibrio Camino de equilibrio
Incremental-Iterativo Incremental-Tterativo
X -
Figura 4.12

Line search. Método empleado para mejorar la efectividad del N.R.. Sirve para escalar el vector
correccion iterativa del desplazamiento, acercandonos lo mas posible a la situacién de potencial
minimo. En un N.R. este factor de escala es por defecto 1.

"X =X o "X e, (4.10)
W) =X ROX ™4 00 "8XD) e (4.11)

Se calcula ¥ para o=1 ; 0=0, y se interpola linealmente el valor de W(0,;)=0 , obteniendo o .

Para no linealidades muy acusadas o bruscas, paso de puntos maximos, minimos etc.... el
analisis controlando la carga aplicada no es capaz de seguir el diagrama de equilibrio. Es
necesario realizar el control de los incrementos de otras formas: Combinar el N. R. con métodos
puramente incrementales (Bergan, 1978), realizar un control de desplazamientos (Argyris 1965),
u otros como el de longitud de arco constante y sus distintas variantes (Wempner 1971, Riks
1979, Ramm 1980 y Crisfield 1983), el de control del trabajo realizado (Karamanlidis 1980).
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Meétodo aproximado para estimar el estado limite ultimo de entramados metalicos esbeltos

A continuacion, se hace un breve resumen de como se implementan las diversas técnicas de
control de carga aplicada anteriormente, corrigiendo la carga en cada iteracion con el termino
"O)\' - Fext, donde el parametro "6\, se calcula de modo que las iteraciones tengan lugar sobre un
arco, una recta normal a la tangente inicial, o bien se fije el valor de una componente del
desplazamiento.

En los algoritmos que se escriben a continuacion se mantiene la notacion anterior afiadiendo:
1 o .

"ALN’ = Prediccion del nivel de carga

"8\' = Correccidn iterativa del nivel de carga

El Esquema de control general

TFext '="Fext' + O s FeXt ..o (4.12)
"Fext' '="Fext’ + "AN s FeXt ..ooiiiii e (4.13)
Tomamos "FeXt’ = "TFeXt .......out et (4.14)
"AA' - Fext ="AL"" - Fext + "8\ - Fext — "AM ="AM"' + "5\ ... (4.15)

Fase de prediccion

KO'X) - "AXT ="AN - FeXt oo (4.16)
K™'X) - "AXjj= Fext ; "AX'="AL" "AX(i.oooii (4.17)
{"AXj;, "5X!!", "6X!"} = variables auxiliares desplazamientos.

"AM =+ "AL/ [("AX))' - (CAX|;) +b-(Fext)' - (Fext)]™........ooovvi.... (4.18)

Fase de correccion

RCOX Y= Fint("X ) - TFext™ e, (4.19)
KX )+ XM = cR(X) 4+ "0 - FeXten oo, (4.20)
KX - "8X1H = R(XY) ; "8X = meXt 4 oA e neX 4.21)
KX ) P8I = FOXt. e, (4.22)
A = A A O (4.23)
X = A P X (4.24)

Las ecuaciones que definen "0A' en las diversas técnicas de control son:

Control de la longitud de arco. En estos métodos, en vez de asignar a cada incremento un
incremento de fuerzas exteriores fijo, lo que se hacer es imponer la longitud de arco del
incremento “n” ("AL).

Como se calcula esta longitud de arco es lo que va a diferenciar las distintas variantes de este
método. La ecuacion inferior representa la forma genérica de calcular en la que seglin el valor
del parametro b, nos encontraremos en una variante u otra.

CAXTN - CAXT) + b ("ALT) - (Fext)' - (Fext) = (ALY .......ooovvoienn (4.25)
De donde se deduce que "SA!, viene dado por una ecuacion de segundo grado:
COM Y [ aXIY 4 b (Fext ]+ ("OA) [ 2:¢8XI) - (8X1 +7AXT) + 2b AN
(Fext)” ]+ [("8XN" +"AX")? + b ("AL) % - (Fext)® - ("AL)*] =0...coovvveeeeiiiiaeen, (4.26)
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Capitulo (4) Estado limite 0ltimo en estructuras metalicas esbeltas

El escalar b se suele tomar igual a 0 (control cilindrico) o a 1 (control esférico).

Control de la longitud de arco

Fext‘

Residuo

Camino de equilibrio

Control esferico b=1

Figura 4.13

Control del plano normal. (Riks-Wempner)

Se impone la condicion de que la proyeccion del vector (“AXH], AL (Fext)) sobre el vector
predictor ("AX", "AL' - (Fext)), es "AL. Por ser la proyeccion constante el avance es ortogonal.

CAX',"AL - (Fext))/||("AX', "AL"-(Fext))|| - ("AX™","AA*"- (Fext)) ="AL........ (4.27)

de donde se deduce que:
("SAT) - [PAX" 28X1 + "AN - (Fext) - (Fext)] = "AL - [["AX, "AM! (Fext))[- "AX"- ("AX' +
X TALY - (Fext) * "AL + (FEXE). ..ottt e, (4.28)

Control del plano normal

Fext

Residuo

Camino de equilibrio

Control plano normal

=X

Figura 4.14
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Meétodo aproximado para estimar el estado limite ultimo de entramados metalicos esbeltos

Control del plano normal actualizado.

Se impone la condicion de que la proyeccion del vector ( TAXTT PANTH (Fext)), sobre el vector
predictor actualizado es ("AX',"A\' - (Fext)) es "AL".

("AX',"AL' - (Fext))/||("AX',"AL' - (Fext))|| - ("AX™"","AL"""- (Fext))="AL' ="AL............. (4.29)
donde "AL' =|("AX, "AN - TFEXE))||- e (4.30)

De donde se deduce que:
(HBNH) C["AXT-"8X! + PAL - (Fext) - (Fext)] = "AL - [|("AX, "AL' - (Fext))|- "AX' - ("AX +
XD TANT - (Fext) - "AN - (FeX).... oo, (4.31)

Control del plano normal actualizado

Fext‘

Residuo

% Camino de equilibrio
/
_Control plano normal actualizado
X
—

Figura 4.15

Control de desplazamientos.

Supongamos que la componente del vector desplazamiento que se especifica es la j, y fijamos
AXj.

Se impone la condicion de que el incremento de desplazamiento de la componente j sea AXj

"AXGT ="AXG A (XN 4 PO EXG T S AKG e, (4.32)
BEX = mEXI 4 PG P EXIT : comOo "AXG = AX e (4.33)
Por tanto "SA™ = - "X/ "8Xj T (4.34)

Para la primera iteracion resulta "AXj' = "AA! - "AXjji;, de donde se deduce que "AM'= AXj /
"AXi
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Control de desplazamientos

Fext‘

/\

Camino de equilibrio

Control en desplazamientos

-

Figura 4.16
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Meétodo aproximado para estimar el estado limite ultimo de entramados metalicos esbeltos

4.4 NO-LINEALIDAD GEOMETRICA CON GRANDES GIROS Y
PEQUENAS DEFORMACIONES EN ESTRUCTURAS DE BARRAS
Y ELEMENTOS SUPERFICIALES PLANOS

Se adopta una formulacion co-rotacional que se basa en descomponer el movimiento de
cada elemento en el movimiento de un so6lido rigido mas un movimiento de
deformacion pura. La discretizacion ha de ser suficiente como para que los movimientos
en cada configuracién respecto a los ejes co-rotacionales sean pequeios.

En cada incremento partiremos de los movimientos totales {dr} y queremos obtener los
de deformacién pura {dp}, que como veremos en el apartado de no-linealidades
mecanicas, podemos relacionar con las fuerzas internas.

Centrando nuestra atencion en los giros, supongamos que tenemos un triedro
ortonormal dextrogiro inicial [{oa},{Ba},{ya}], que sufre un giro {@x, @y, ¢,}, definido
por la matriz [Rt], que lo transforma en [{og},{Ps},{ys}] , la relacién entre estos dos
triedros viene dada por:

[{(XB},{BB},{’YB}] = [RT] : [{(IA},{BA},{’YA}] ................................ (435)

La matriz de rotacion asociada con un giro @ = (¢x, @y, @,) viene dado por:

=1 =(r)+ Sy 702y
¢

2 /2
s (4.36)
1 00
[7]=l0 1 0
0 0 1
................................................................................ (4.37)
0 _(pZ (py
W=l o. 0 -0,
T L (4.38)
Esquema de la descomposicion del movimientos
Total [RT]

A B

Solido rigido [Rsr | Deformacion [RD]

C

Figura 4.17

El giro ¢= (¢x, ¢y, ¢,), definido por la matriz [Rr], lo podemos expresar como una
primera rotacion de solido rigido, definida por la matriz [Rgr], mas una rotacion de
deformacion pura [Rp], resultando:
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Capitulo (4) Estado limite Gltimo en estructuras metalicas esbeltas

[{ack,{Bcl,{yct] = [Rsr] * [{0a}, {Bats{YAL ] ceeeeeeieeeeeeee (4.39)
[Hos}, {Br}, {v}] = [Rp] - [{ac}, {Bclodvet ] i, (4.40)

siendo por tanto:

[{as},{Bs},{y}] = [Rp] ‘[Rsr] - [{0a},{BAY, YA ] ceeeneeineiieeiin (4.41)

De 4.35 y 4.41, obtenemos la relacion entre las rotaciones totales, las de solido rigido y
las de deformacion pura:

[RT] :[RD] '[RSR] ................................................................ (442)
y por tanto las rotaciones de deformacion pura se pueden expresar como:

[Rp] =[R1] [RsR]=[R1] [RSR] vt (4.43)

De forma general el giro {0}={0x, 0y, 0z} se puede obtener como {9}= log([R b ]) (ver
Spurrier (1978)).

Por ser el giro {0} pequeio la matriz [Rp] se puede aproximar por:

1 -6, 6,
[RI=[1]+]=] 6, 1 =0, |, (4.44)
-0, 6, 1

Vista esta idea fundamental, se dan a continuacion los desarrollos necesarios para la
implementacion en barras y laminas.

En los siguientes desarrollos, el subindice i hace referencia a la configuracion en la que
nos encontramos: i=A es la configuracion neutra e i=B es la configuracion deformada.

4.4.1- NO-LINEALIDAD GEOMETRICA CON GRANDES GIROS Y
PEQUENAS DEFORMACIONES EN ESTRUCTURAS DE BARRAS

Tenemos definidos en cada elemento los siguientes triedros:

1- Ejes locales de barra [{xi},{yi},{zi}]. El eje {x} va del nudo (1) dorsal al frontal
(2), los ejes {y},{z}forman con el {x} un sistema dextrogiro orto-normal en el
que estos coinciden con los principales de inercia de la seccion. Los ejes locales
de barra s6lo experimentan un giro de so6lido rigido.

2- Los ejes del extremo dorsal (1) [{oy},{B1},{yi}] y frontal de la barra (2)
[{az},{B2},{y2}], inicialmente coinciden con los locales de barra y se mueven
solidariamente con el extremo de la barra.
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En las iteraciones se producirdn unos movimientos totales de los extremos de las barras
de magnitud:

(Uthan: (lea (Pyla (-PZI’ (pl) y (U27V2)W25 (PX2) (PyZa (P227 (1)2)

donde los giros (¢xi, @y1, ¢,1), incluyen un giro de solido rigido y un giro asociado a la
deformacion de la barra.

La matriz [R] esta definida por el giro (¢x1, @y1, 1) y la matriz [Rrz] por el giro (9«2,
(PyZ, (PZZ)-

Los ejes locales de barra en la configuracion inicial A se conocen y mas adelante se
indica como obtener los de la configuraciéon B.
Estos ejes estan relacionados por la matriz [Rggr].

[{XB},{yB},{ZB}] = [RSR] : [{XA},{yA},{ZA}] .............................. (445)
que podemos expresar de forma simbdlica como:
[TB] = [RSR] * [TAl e et (4.46)

de donde:

[Rsr] =[Ts] - [Tal' =[To] “ [TAl e eeeeeeeee e, (4.47)

siendo [Ti], la matriz que contiene en cada columna los ejes locales de barra en la
configuracién ‘i’

De 4.43, se puede determinar en cada extremo de barra los giros asociados a la
deformacion pura de la barra:

Del nudo 1 [Rp1] =[Rr1] TRSR] +eeneeeeeee e, (4.48)
Del nudo 2 [Rpa] =[R1a] TRSR] +eveeeeeeeee et (4.49)

El resto de los pardmetros asociados a la deformacion pura de la barra son los alabeos
¢1, @2 y el alargamiento de la barra u,, que se obtiene como diferencia entre la longitud
final y la inicial:

u,=L,-1L, :\/(Xz U, =X, =U) +(Y,+V, =Y, =V +(Z, + W, = Z, = W) —

NG =X +(Y, = Y)? +(Z, - Z,)

siendo (X1,Y1,Z1) las coordenadas de los nudos en la configuracion inicial.

En el apartado siguiente se expone la obtencion de las fuerzas en los extremos de barra
{My1, M1, Biy, fio, Mx2, Mo, My, Biz}, en funcion de los movimientos asociados a la
deformacion pura {0y, 0,1, 1, uz, Oxp, 0y2, 0,2, o}

pr= ze - 9X1 ..................................................................... (451)
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Particularizando el desarrollo anterior para sistemas con comportamiento plano (2D),
tenemos:

Datos: Desplazamientos y giros totales (Uy, Vi, ¢,1),(Uz, V2, 90,2).
Incognitas: Movimientos asociados a la deformacion pura de la barra {0, 0,2 ,u,}.

Movimientos totales y de deformacién pura de una barra en 2D

A
Vi A xav)
Barh ol e o2 U2
XLY1) O
=X
Figura 4.18

Las matrices [Ry] asociadas a los extremos de barra son:

_ COS((pzl ) - Sen((pzl ) . _ COS((pz2 ) - Sen(q)ZZ )
R, ]= R )= T TR (4.52)
Sen((pzl ) COS((PZI ) Sen((pZZ ) COS((pZZ )
Las matrices [T] asociadas a los ejes locales de barra seran:
En la configuracion inicial A:
x = cos(ot) - —sen(o) siendo por tanto [T, ]= cos(o) —sen(or)
sen(ot) cos(ot) sen(o)  cos(at)
................................................................................................... (4.53)

En la configuracion final B:

. = (cos(oc +0g )j o (— sen(ot+ 0, )J 5= (cos(oc +0g,) —sen(o+0g, )J

sen(ot+0,) cos(o+0,)

La rotacion de sélido rigido [Rsg] de 4.47, sera pues:
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Meétodo aproximado para estimar el estado limite ultimo de entramados metalicos esbeltos

[Rsr] =[Ts] - [Tal =[Ta] “ [TAl e (4.55)

(cos(eﬂ) —sen(®, )J

[Rye 1= [T, HT, 1" = sen(0,,)  cos(6,)

y los giros de deformacion pura en los extremos de barra seran de 4.43:

_ i T COS((le _eSR) _Se”((l)zl _eSR)
[k, =R, HR,, ) = (Sen(% IO j ................. @.5)

_ i T cos(q., —0g) —sen(g., —6)
[RDz] - [RTz][RSR] - (Sen((pzz _ eSR ) COS((pZZ _ eSR ) J ................ (458)

De forma general el giro 6,; se puede obtener como 0., =log([R,, )= 9., -0y

Como los giros asociados a la deformacion pura de la barra son pequefios, se puede
aproximar por:

1 -6,
R, ]=[1]+[7]= {e | } ................................................. (4.59)
de donde se deduce que:
0., = SR, =B ) oot (4.60)
0., = Sen(Q.) =B ) ceeeree e, (4.61)

El otro movimiento asociado a la deformacion pura de la barra es u,, que se obtiene de
como diferencia entre la longitud final y la inicial:

u,=L;-1L, :\/(X2+U2_X1 U + (L +V, =Y, =V,)" -

VX, = X))+ (Y, =1,

En sistemas tridimensionales (3D), el proceso es el mismo, con la salvedad de que la
obtencion del giro de solido rigido de la barra se complica, por el calculo de la posicion
de los ejes principales de inercia en la configuracion deformada {yg}, {zp}. A
continuacion se expone la forma en la que se procede:

El eje local {xg} une los extremos de la barra en la configuracion deformada. Su vector
unitario es:

1
{XB}:L_(Xz +U,-X,-U, L+V,-Y -V, Z,+W,-Z _VVl)(4'63)
f

Los ejes {ys} y {zB}, se obtienen con un proceso que consta de 4 pasos:
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A- Se obtiene la proyeccion de los ejes locales del extremo 1 {Big}; {yis} sobre el
plano ortogonal al eje local {xg}.

{YT }: { 5 }_ ({ y }T {x, }){x s +=> Lo hacemos unitario, resultando ﬁl }= ﬁ ...... (4.64)

{B]}: { 13}— ({ . }T {x, }){x3}9 Lo hacemos unitario, resultando %] }: % ....(4.65)

De forma analoga se obtiene las proyecciones del extremo 2 {y,g}, {25} sobre el
mismo plano.

B- Se promedian las proyecciones de los dos extremos:

{ez } = {Y] }+ ﬁz }9 Lo hacemos unitario, resultando {;Z }:

{ey }: bl }+ {Bz }9 Lo hacemos unitario, resultando {2 y }: e TR (4.67)

C- Como los vectores {;V} y ;} no seran en general ortogonales. Obtenemos las
diagonales del rombo que forman, que si lo son:

{e,}= {2 y }+ {ez }9 Lo hacemos unitario, resultando {;1 }:

fe,}= {; v }— {;Z }9 Lo hacemos unitario, resultando {;2}

D- Se obtiene los ejes locales de barras {yg} y {zs} girando los anteriores 45° alrededor
de {xp}

[y,}= %({e1 e D, (4.70)
[z,}= %({21 e Do 4.71)

Una vez se obtienen las matrices [Rp;] y [Rp2] de los extremos de las barras, como estan
asociadas a un giro pequefio, se pueden aproximar por:

1 -6, 6,
R, ]=[1]+7]=]-06. 1 =0, | .o, (4.72)
6, -6, 1

de donde se extraen los giros {01, Oy1, 0,1} {0x2, 0y2, 0,0} asociados a la deformacion
pura de la barra. El resto de los movimientos asociados a la deformacion pura de la
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barra son los alabeos ¢, ¢, el alargamiento de la barra up, que se obtiene como
diferencia entre la longitud final y la inicial y el giro de torsion de la barra 0xp=0x,-0x;:

Uy =Ly —L, = (X, +U, =X, ~U) + (Y, +V, =Y, =V,)* +(Z, + W, = Z, - W) =

\/(Xz_Xl)z +(Y2 _Y1)2 +(Zz _Zl)2

Asi pues el movimiento que define la deformacion pura de la barra, es :{dp}={ 0y1, 0,1,
b1, u, Oxp, 0y, 0,0, d2}, que esta relacionado con los movimientos totales de los
extremos de la barra {U,V1,W1, @x1, @y1, @21, §1,U2,V2,Wa, 012, @32, 0,2, P2}, mediante
las relaciones ya obtenidas que podemos expresar como:

CADI=FLATY) e (4.74)

En el apartado siguiente se obtiene la relacion entre las cargas en los extremos de la
barra  {fintp}={Myi;, M,, Bii, fio, M, My, M, Biz}, y los movimientos de
deformacion pura {dp}={ Oy1, 0,1, @1, w2, Oxp, 6y2, 0,0, d}. Tanto las cargas como los
movimientos estan referidos a los ejes co-rotacionales (Configuracion B) de la barra. Se
puede anotar como:

(ANtD =G({AD} ). (4.75)

Fuerzas en extremo de barra referidas a la configuracion intrinseca y a la inicial.

Figura 4.19

La relacidn con el resto de fuerzas en los extremos de la barra, referidas también a los
ejes intrinsecos, por consideraciones de equilibrio:

le _1 -1 -1 Myl a
{fﬂ} = L_f{ L HM)Q} ................................................ (4.76)
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; 1 1M,
{? } = LL[—I i IHM } ................................................ (4.76b)
y2 f z2

= 4.77)

que expresado en forma matricial es:

0 0 -1 0 0 0
o 00 o o L
fxl L L
f S/
.fyl —1 —1
— 0 0 0 0 — o
le Lf Lf
M, 0 0 0 0 -1 0 0
M, 1 0 0 0 0 0 0
M, 0O 1 0 0 0 0 0
Bi, 0O 0 1 0 0 0 0
> =
£, 0O 0 0 1 0 0 0
fos o Lo o o o =L
L, L,
sz 1 1 ’
M — 0 0 0 0 — 0
x L L
M f f
2 0O 0 0 0 1 0 0
M., 0O 0 0 0 0 1 0
B, o o 0 0 0 0 1
(0 0 0 0 0 0 0

S O O O o O

o

— o O O

El conjunto de todas las fuerzas aplicadas en los extremos de la barra se puede anotar

como:

(it} P=[H] - {fintp} ..., (4.80)

Refiriendo las fuerzas a los ejes locales de la barra en la geometria neutra, se obtiene:

(int} A =[Rer (Nt} ., (4.81)
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frlA fxl

f),-lA fyl

.leA le

MxlA Mxl

My [Ryl, o] {0} o] o] {o}]jm,

M., o] [Rg] {ok, [o] [o] {o}{|a.,

B A A (4.82)

Soa ol o] {o} [rx] fo] {o}| £

ey ] lo]  {or fo] [R] {0})| 1.

fou| LA} {foF o {0} {o} 1]]f,

MXZA Mx2

MyzA MyZ

MzZA MzZ

Bi,, Bi, |,
Se puede ver que los bimomentos no dependen del sistema de referencia. Sustituyendo
(4.80) en (4.81) se llega a:

(it} =[RgrI[H] SNt} oooeeee e (4.83)

Con objeto de obtener la matriz de rigidez tangente consistente con este método, se
deben obtener las fuerzas internas referidas a los ejes locales de barra iniciales {fint}*, y
derivarlas respecto a los movimientos totales referidos a los ejes locales de barra
iniciales, obteniéndose:

A
d{fi " _ d[RSR][H]{fthD}+ IR, ][H]d{ﬂmo}d{%}
dld;}  dld;} dld,} dld,}
Esta matriz ha sido obtenida por diversos autores, Crisfield (1997).

i}

El término —2== se obtiene en el apartado no-lineal mecanico.

did,}
La expresion de la matriz se puede simplificar en caso actualizar la geometria.
Particularizando el desarrollo anterior para sistemas con comportamiento plano (2D):

Datos:

- Desplazamientos y giros totales expresados en ejes locales de barra (U, Vi,
¢0211),(Uzr, Var, ©,01). Caso particular de la figura 4.18 en el que a=0.

- Movimientos asociados a la deformacion pura de la barra {0,;, 0,5 ,us}

- Fuerzas en extremos de barra asociadas a la deformacion pura {fintp}={M,;, fx2, M}

Incognitas: Matriz de rigidez

La relacidon con el resto de fuerzas en los extremos de la barra, referidas también a los
ejes intrinsecos, se obtienen por consideraciones de equilibrio: {fint}=[H] - {fintp}
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0O -1 0

.fxl 1 1
- 0 —

Sa| L, L,

M, |1 0 0 f“ 4.85)

I3 =0 1 o [P PP O TP PRP .
_1 _1 M22

fyZ - O -

M Lf Lf

22 0 0 1|

Referidas a los ejes locales de barra inicial {fint}*=[Rsg][H] - {fintp}

Sa _COS(OSR) _Sen(eSR) 0 0 0 0| fa
fylA Se”(OSR ) COS(GSR ) 0 0 0 0 fyl
M, 0 0 1 0 0 0||M
S A A (4.85)
Saa 0 0 0 S(eSR ) - sen( ) 0| fra
fyzA 0 0 0 ”(GSR ) COS(O ) 0 fy2
M _,, 0 0 0 0 0 1M,

did,}

El calculo de { } consiste en expresar du,, df,; y d9,, en funcion de (dU;p, dVy,

do,11,dUzr, dVaor, deor):

Calculo de dus:

L,+U V.. —V.
du, =dL, —dL, = _( iy (du,, —dUlL)+M(dV2L —dV,,)...(4.86)
L Ly
Calculo de do,;:
8., = d(sen(q., -0 )= cos(@., =0 Ndo., —dby, )= (dp., —dbg) ............ (4.87)
Para deducir dfsg se tiene, por consideraciones geométricas que sen(0, )= —VzLL_ 4r
A
L -
COS(GSR ) — o +U,, -U,
L,/'
d(sen(0y,)) = a6y cos(ey,) = 2=
,
1 [« +u,, -U,) vy, (4.88)
+U,, — _
-— o ZL 1L (dUzL _dUlL)+%(dV2L _qu)
Lf A f

de donde se deduce que:
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dVZL - dVlL
L, L

dbg, =

Lo + UZL UIL V2L _2V]L (Lo + U2L — UIL) (dUZL _ dUlL )+ (VZL - VIL) (deL

L, ! f
................................................................................................... (4.89)
Calculo de 0,5:
De modo anélogo se obtendria:
do_, =~ d(sen(@,, -0 ))=cos(@,, =0 J(dp., —dOg)=(do., —dbg)............. (4.90)
: , d[Ry] . ,
Para realizar el calculo de m hay que realizar el calculo de d(sen(f,)) y el de
T

d (cos(e Sk )), expresandolos en funcion de (dU;p, dV, d,i1,dUs, dVar, dopr). El
primero ya ha sido realizado y el segundo se realiza de forma anéloga.

En sistemas tridimensionales (3D) el proceso es el mismo, con la salvedad de que el
calculo de la derivada de la matriz de rotacion se complica lo que repercute en el calculo

d\d
de dEdDi donde {dp}={ 0y1, 0,1, O1, U2, Oxp, Oy2, 0,2, G2} y {dr}={U,V1,W1, @x1, ¢y1,
T
021, P1,U2,Vo,Wa, 02, 0y2, 9.0, 2} (para obtener las derivadas de los giros conviene
partir de la matriz de rotacion expresada en la forma exponencial). También hay que

d[Ry,]

realizar el calculo de m donde [Rgr] es la matriz que define el giro de so6lido
T

rigido de la barra.

Se puede reducir la discretizacion necesaria incorporando a nivel de cada elemento la
posibilidad de captar parte del comportamiento no-lineal geométrico, haciendo uso de
los  desarrollos  realizados en los  apartados 344 'y Al.1.25
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4.42- NO-LINEALIDAD GEOMETRICA CON GRANDES GIROS Y
PEQUENAS DEFORMACIONES EN ESTRUCTURAS FORMADAS POR
ELEMENTOS SUPERFICIALES PLANOS

Tenemos definidos en cada elemento los siguientes triedros:

3- Ejes locales de elemento [{xi},{yi},{zi}]. El eje {x} une los nudos 1 y 2, los ejes
{y},{z} forman con el {x} un sistema dextrégiro orto-normal siendo el z
ortogonal al plano formado por los nudos del elemento (1,2,3). Los ejes locales
de elemento solo experimentan un giro de sélido rigido.

4- Los ejes locales de los nudos 1, 2 y 3 son respectivamente [{a },{B1},{yi}],
[{oa},{B2},{v2}] y [{03},{B3},{y3}] que inicialmente coinciden con los del

elemento.

En las iteraciones se produciran unos movimientos totales en los nudos del elemento
de magnitud:

(UIJVI’le (PX17 (Pyla (PZI) ) (U29V27W27 (pXZ:v (Py2: (PZZ) y (U37V35W3) (PX3: (Py3, (Pz3)

Movimientos total y de deformacion pura de un elemento

OlB3 BB3

0y2

Configuracion co-rotaciona

we

Y —
1 Oal 2 O
X Configuracion base (neutra)
/
Figura 4.20

Los giros (9«1, ®y1, ¢1) incluyen un giro de solido rigido y un giro asociado a la
deformacion del elemento.

La matriz [Ry] estd definida por el giro (¢x1, y1, ¢1), la matriz [Rr2] por el giro (¢,
®y2, 02) y la matriz [Rrs] por el giro (9x3, @y3, ¢z3).
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Los ejes locales del elemento se conocen en la configuracion inicial A y en la
configuracion B. Estan relacionados por la matriz [Rggr]:

[{xB},{yB},{ZB}] = [Rsr] " [{Xa}>{YA}-{ZA ] eeeieiai (4.91)
que podemos expresar de forma simbdlica como:
[TB] = [RSR] : [TA] ............................................................... (492)

de donde:

[Rsr] =[Te] [Tal' =[TE] - [Tal™ e oo (4.93)

siendo [Ti], la matriz que contiene en cada columna los ejes locales del elemento en la
configuracion ‘i’.

Los ejes locales se pueden determinar en la configuracion A como:
Eleje {xa} vadel nudo 1 al 2:

1
{x,}= Y, =Y, b..... (4.94)
\/(X2A_XIA)2+(Y2A_YIA)2+(ZZA_ZIA)2 VA

El eje {za} es perpendicular al plano del elemento. Se puede obtener como producto
vectorial de dos vectores contenidos en ese plano: el {xa} y el que va del nudo 1 al 3

{yaux}

{XA }x{yAUX}

{YAUX} como: {ZA }: m ......................................................... (495)
4 AUX
X3A _XIA
donde {1 ,un 1= Yoy =Yy b e (4.96)
Z3A _ZlA

El eje {ya} se obtiene del producto vectorial del eje {za} por el eje {xa}:

_ {ZA }x{xA }
.= I R IR (4.97)

Para la configuracion B se procede de modo analogo.

Los giros asociados a la deformacion pura del elemento en cada nudo se pueden
determinar con la expresion (4.43):

Nudo 1 [Roi] =[Rr1] TRSR] oo, (4.98)
Nudo 2 [Roa] =[R12] “TRSR] e eeeeeeeeee e, (4.99)
Nudo 3 [Rps] =[R13] TRSR] - eeeenee e (4.100)
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Una vez se obtienen las matrices [Rp;], [Rpz2] y [Rps] de los extremos de los nudos,
como estan asociadas a un giro pequefio, se pueden aproximar por:

1 -8, 0,
[RD=1I]+W]=] 6. 1 =0, | oo, (4.101)
-6, 6, 1

Los giros 0y, 0y son los que caracterizan el comportamiento a flexion:

El resto de los movimientos asociados a la deformacion pura del elemento son los
movimientos de membrana {u, us, v3}, que se obtiene al referir el triangulo inicial y el
deformado al mismo sistema de referencia (ver figura 4.21). Se obtiene que:

I e T (4.102)
V3 T 3 Vg e e ettt (4.103)
Uy = X5 = Xy et en et et e et e e e e et (4.104)

que escrito en funcion de los movimientos globales es:

wy, = (X, +U, = X, =U ) + (Y, +V, =Y, =V,)> +(Z, + W, = Z, - W;)* —

........ (4.105)
VX =X +(Y, =Y, +(Z, - Z,)"
Uy =7y B A e, (4.106)
sl [
- 2 - 2
o - - I o I &
v, = VZB'I"ZB—{}"ZB|FI—8|] - rzA'rM—(rMﬁJ ...................... (4.107)
1B 14

donde 7,=(X,-X, Y,-Y, Z,-Z,) es el vector que va del nudo 1 al 2 y
i, =(X,-X, Y,-Y, Z,—Z) el vector que va del nudo 1 al 3 en la configuracién

A. En la configuracion B los vectores correspondientes con 7, y 7,5 .

32



Meétodo aproximado para estimar el estado limite ultimo de entramados metalicos esbeltos

Movimientos de deformacion pura asociados al
comportamiento de membrana.

(X3B,y3B)

u3 (X3A,y3A)
Configuracion neutra

(x28B,0)

~—_ 7 (sz,Oﬁ2

Configuracion actual

Figura 4.21

Asi pues, el movimiento que define la deformacion pura del elemento, es :{dp}={0xi,
Oy1, U2, Ox2, Oy, U3, v3, 043, Oy3} que esta relacionado con los movimientos totales del

elemento {Ulavlawla Px1, (Pyla (pZIaU27V2>W2) Px2, (Pyza (PZ29U3)V35W37 Px3, (I)y3a (PZ3}
mediante las relaciones obtenidas, que podemos expresar como:

DY =ELATY) oo, (4.108)

En el apartado siguiente se obtiene la relacion entre las cargas en los extremos del
elemento  {fintp}={Myi, My, fo, Mx2, My, fi3, fy3, Mx3, My3} y los movimientos de
deformacion pura {dp}={0x1, Oy1, Uz, 0x2, Oy2, U3, v3, Ox3, 0y3}. Tanto las cargas como los
movimientos estan referidos a los ejes co-rotacionales del elemento. Se puede anotar
como:

BN =Z LD ). vt (4.109)

La relacion con el resto de fuerzas en los nudos del elemento, referidas también a los
ejes intrinsecos, se obtiene por consideraciones de equilibrio:

N Si=Sat ot i3 =0 i, (4.110)
N S =St Lo 3 =0 (4.111)
N S = fut St fis =0 i (4.112)

Tomando momentos en ¢l nudo 1, y con los ejes indicados en la figura 4.21, cuyo
origen es el nudo 1 y el eje x es el que une el nudo 1 con el 2, se tiene que:

N Mz, =0 f,%, + [ %55 = fis V3 =0 i (4.113)
N My, =0>M , +M ,+M = foy Xy = fiyXss =0 (4.114)
N Mx, =0D>M  +M,+ M+ oy =0, (4.115)
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Despejando de las ecuaciones anteriores resulta:

S TS s = S g v et e e (4.116)
Ve —
£y = S Vo = ST sy e 4.117)
Xop
Ve — oy
fﬂ:f“ e 4.118)
Xop
M +M , + M,
iSRS ERNT VN VAR Vi BRI I (4.119)
Xop XopVip  Vip
M +M _ +M
fm T TS (M M M) (4.120)
Xop Xog ' Vap
M +M _ +M
==t TR TS e (4.121)
Y
que expresado de forma matricial es:
[ 0 -1 0o -1 0
(] 0 0 0 0o P oY
o Xop Xop
L N S U VS SN S VU
fa XopVip Vg Xop Xop'Vip  Vip  Xop Xop'V3p Vi
M 1 0 0 0 0 0 0 0
]\4yl 0 1 0 0 0 0 0 0
1o 0 0 1 0 0 0 0 0
fin 0 0 0 0 0 0 0 s
3 sz (= X 1 X 1 izB
3B 3B 3B
M — 0 — 0 0
x2 X8 V3B Xop Xop'Vip Xop X2 Vip
My2 0 0 0 1 0 0 0 0
£ 0 0 0 0 10 0 0
fy3 0 0 0 0 0 1 0 0
£ 0 0 0 0 0 0 1 0
M, _ 0 0 _ 1 0 0 0 _ 1
M Yip Y3p Yip
L 3] 0 0 0 0 0 0 0 1
| 0 0 0 0 0 0 0 0
................................................................................................... (4.122)
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Meétodo aproximado para estimar el estado limite ultimo de entramados metalicos esbeltos

Fuerzas y momentos nodales
My2
fy3s”

fx3 _ Mx3

My2

fz1 fz2 /
fy
X1 + + fxo  Mxo
fx1 1 2
Figura 4.22

El conjunto de todas las fuerzas aplicadas en los nodos del elemento se puede anotar
como:

(it} P=[H] - {fintp} ..., (4.123)

Refiriendo las fuerzas a los ejes locales del elemento en la geometria neutra se obtiene:

(int} A =[Rer] (Nt} . (4.124)
[ fxlA - [ fxl ]
fylA fyl
fos fa
MxlA Mxl
MylA Myl
leA O
fou| [[Rg] [o] [o] [o] [o] [o]]f .
frod o] [Rg] [o] [o] [o] [o] || 1.
J fou |_| o] lol[Rg ] fo] lo] o] |] .,
M, ] [o] [o] [Ry] [o] o] ||M,,
M,,, o] [o] [o] [o] [Rg] o] [|r,,
Mo, | Lol [o] [o] [o] [o] I[Rg]]| O
fean fa
fysA fy3
fz}A fzS
Mx3A Mx3
M, M | (4.125)
»MZ3A_ L O J
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(it} *=[RgrI[H] (Nt} ..o (4.126)

Con objeto de obtener la matriz de rigidez tangente, consistente con este método, se
debe obtener las fuerzas internas referidas a los ejes locales del elemento iniciales
{fint}* y derivarlas con respecto a los movimientos totales referidos a los ejes locales
del elemento inicial, obteniéndose:

Wk MWLy, oo, L) 2Ymad 2100 (4127)

dld,} h dld,} ] dfd, Y dfd,

d{fwn}

El termino m se obtiene en el apartado no-lineal mecanico. Para obtener la matriz
D
did, }

tangente se debe calcular ,
did, }

dU3, dV3, d9x3, d6y3} en funcion de {dUl,dVl,dWI, d([)x1, d(py1, d(pz1,dU2,dV2,dW2, d(pxz,

doyo, dg,,dUs,dV3,dWs, dogs, doys, de,s}. También debe calcularse M también

did;}’
en funcion de {dU,,dV,,dWi, dox, doy, de,,dUsdV,,dW,, dow, doy,
d(pzzadU37dV3)dW37 d(PX3> d(Py3a d(PZ3}-

que consiste en expresar {d0y;, dOy, duy, dOx,, dOy,,
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4.5 NO-LINEALIDAD MECANICA EN ESTRUCTURAS DE BARRAS
Y ELEMENTOS SUPERFICIALES PLANOS

En la tesis se opta por la formulacion co-rotacional o intrinseca, es decir, se eliminan los
movimientos de solido rigido de la barra, refiriendo los movimientos a un sistema de ejes
(ejes intrinsecos o co-rotacionales) asociados a la barra y que la acompafian en su
movimiento (ver figura 4.23). Con respecto a estos ejes, los movimientos de la barra son
muy pequefios y se pueden utilizar las ecuaciones cinematicas lineales al establecer las
relaciones entre las deformaciones y los movimientos. La ventaja de esta formulacion es
que desacopla los efectos no-lineales geométricos de los mecanicos, por lo que en este
apartado s6lo necesitamos considerar los efectos no-lineales mecanicos.

Configuraciones de referencia

ud

Configuracion de
equilibrio incognita.

Ultima configuracion de
equilibrio conocida.

v

Configuracion neutra

X

Figura 4.23

4.5.1 NO-LINEALIDADES MECANICAS EN ESTRUCTURAS DE BARRAS

El método que se desarrolla considera la extension de la plastificacion a lo largo de la barra
por la accién combinada de tensiones residuales longitudinales, tensiones normales debidas
a esfuerzos de axil, flexion de eje y, flexion de eje z, y bimomento, asi como tensiones
tangenciales debidas a la torsion de Saint Venant. Se desprecia la plastificacion inducida
por las tensiones tangenciales asociadas al cortante y a la parte alabeada de la torsion.
Notese que en la teoria ingenieril de las vigas se desprecia la deformacion asociada a estas
tensiones tangenciales, por lo que no se pueden evaluar a partir de la deformacion de la
barra, sino que se evaluan por consideraciones de equilibrio a partir de la distribucion que
se obtiene de las tensiones normales, deducidas en base a ciertas hipotesis simplificadoras
que permiten escribir la deformacion longitudinal g, de un punto genérico Q(x,y,z) de la
barra, en funcion de las derivadas de los movimientos de su eje de referencia:
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Posicion del punto Q en la seccion

9(3@2)

i

__.\Tf

Figura 4.24. Seccion transversal

du, du d*v d*w —d*6x
—=—=Y 2—Z 5 - 5 +8r(x,y):
dx  dx dx dx- dx” T (4.128)

e, ()= y. )+ 2%, () + By (1) +e, (x.9)

e, (x,7,2)=

donde:
&, = deformacion debida a las tensiones residuales

€, = deformacion unitaria del eje de referencia
¥, = curvatura de flexion de eje z

%y = curvatura de flexion de eje y

Yo = curvatura de torsion.

® = alabeo unitario.

En la figura 4.25 se muestra el sistema local { ; .z }, de un componente plano de la seccion
de transversal de un perfil de pared delgada y seccion abierta.

Sistema local de ejes en un perfil de pared delgada

Figura 4.25
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En la figura 4.26 se muestra el alabeo unitario de un perfil en doble T:

En el ala superior: ®= —hTy .................................................. (4.129)
En el alma: =0 ......oovveeiieeeeee oo (4.130)
En el ala inferior: = %y ..................................................... (4.131)
Alabeo unitario @ de perfil en doble T
bh/4 | |
- | bh/4
h
"~ | bh4
b-h/4 | -
| b |
\ \
Figura 4.26

En las secciones abiertas de pared delgada (ver figura 4.27), las deformaciones inducidas
por la torsion de Saint Venant se asocian a la siguiente expresion simplificada:

Y = 20 e, (4.132)

Para justificarlo, recordemos que en la torsion de Saint Venant de una seccion de pared
delgada se inducen tensiones tangenciales Ty, y T, (ver figura 4.27). Integrando las
tensiones Tyy Y Tx, € obtiene, respectivamente, la mitad del torsor. Cuando el rectdngulo es
estrecho b>>e, las tensiones 1y, son de escasa entidad y despreciables, excepto en los
extremos de la seccion, por su parte, las tensiones Ty, mantienen la distribucion lineal de la
figura en toda su longitud, excepto nuevamente en los extremos del rectdngulo. La
aproximacion de pared delgada implica aceptar que en todo el rectangulo se generan las
siguientes deformaciones angulares:

o = 0ttt (4.133)
Yo = 2 e, (4.134)

Por lo que solo hay tensiones tangenciales 1y,. Esta aproximacion, como hemos indicado, es
erronea en los extremos del rectdngulo, pero de gran precision en el resto de la seccion.
Notese que las tensiones despreciadas, sin embargo, equilibran a la mitad del torsor, por lo
que el torsor resultante de las tensiones 1y, que consideramos es la mitad del torsor de Saint
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Venant que solicita a la seccion. Otra alternativa es el modelo de mitre, ver Trahair (1993),
no empleado aqui.

Distribucion de tensiones tangenciales debidas al torsor Saint Venant

Aproximacion de pared
delgada para b>>e.

]

Real elastico elasto-plastico

Figura 4.27

El comportamiento elasto-plastico del acero lo modelizamos con la teoria incremental de la
plasticidad, la regla de flujo plastico de Prandtl-Reuss y el criterio de plastificacion de Von
Mises. Se supone que el material es elastico-perfectamente-plastico, es decir, sin
endurecimiento.

Cuando las tensiones (o,T) se mantienen en el interior de la superficie de fluencia

f=+6"+31" -0, <0, por ¢jemplo el punto J de la figura 4.28, ¢l comportamiento es

elastico y la relacion entre el incremento diferencial de la tension do y el incremento
diferencial de la deformacion de viene dado por:

{dﬁ} [E OHdee} [E O:Hds}
- = R e, (4.135)
at], |0 G]ldy,|, |0 G]ldy],

que puede anotarse como do = C - dg.. En este caso, ademas, de.=de
Cuando el estado tensional se encuentra en la curva de fluencia, por ejemplo el punto R de

la figura 4.28, se acepta que el incremento diferencial de la deformacion consta de dos
sumandos: La parte elastica y la parte plastica:

de| |de, N de, i
ay( "y, T (4.136)

que puede anotarse como de = dee+ dep.... ..o (4.137)
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Representacion de la curva de fluencia y puntos significativos

*Q grad(f)

o
Figura 4.28
La relacion entre do y de. es la citada anteriormente:
(o (e OIS (4.138)
y como dg. = dg - dgp, se tiene:
do=C - (de-dgp).....cooviiiiii (4.139)

Se admite que el incremento diferencial de la deformacion pléstica lleva la direccion de la

normal a la superficie de fluencia f =+/c6” +31° =0, (regla de flujo plastico de Prandtl
Reuss para que las deformaciones plésticas sean sin cambio de volumen), esto es:

of
de S~
P =00 4.140
{dn} /A (140
ot
que puede expresarse como de, = grad(f)-dA ... (4.141)

, donde A es el multiplicador plastico que determina la cantidad de deformacion plastica.

El escalar dA (es positivo). Se despeja a partir de las ecuaciones 4.137 y 4.141 e

imponiendo la condicion de que los vectores grad(f) y do son ortogonales, esto es, df = 0.
grad(f)' c do =0........coiiiii i, (4.142)

de donde se deduce

_ grad(h’C
~ grad(f)” -C-grad(f)

AE oo, (4.143)

y sustituyendo de nuevo en 4.137 se obtiene:

do = (C _ Cgrad(fygrad(®) -C }ds = CdE e (4.144)

grad(f)"-C-grad(f)
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En nuestro caso, sera:

do E 0 *.E? 6,1, GE||de
{ } _ [ ]_ L [ o k3o, T;GzE] } ............ (4.145)
aif, |0 G| 6 E+91,G|30,1,GE 912G ||,

Esta expresion relaciona el incremento diferencial de la tension de con el incremento
diferencial de la deformacion dg, para los estados tensionales que se encuentran sobre la
superficie de fluencia (f=0).

Simo y Taylor (1985) y Runesson y Sammuelson (1985) derivaron una relacion tangente
consistente con el algoritmo “backward Euler return”, que mantiene la convergencia
cuadratica del Newton-Raphson.

Los estados tensionales que quedan fuera de la superficie de fluencia (£>0), por ejemplo el
estado Q de la figura 4.28, no tienen significado fisico y no se consideran.

La teoria de la plasticidad define relaciones diferenciales entre las tensiones y las
deformaciones. El problema al que nos enfrentamos es que, partiendo del estado J, al pasar
al estado C, se produce un incremento finito de las deformaciones Agyc . Nuestro objetivo
es calcular el verdadero incremento de las tensiones Aoy en el salto JC.

Datos: €5, 65, Agjc
Incégnita: Aoyc

Suponiendo que no hay procesos de descarga, es decir, operando con solicitaciones que
evolucionan de modo que las deformaciones siempre aumentan, se pueden presentar tres

situaciones:

a) Salto elastico.

Representacion de salto elastico

Figura 4.29.

Condiciones:
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=0, 43T, =0, <O, (4.146)

fo=A(0, 480, P +3(t, + AT, ) =0, SO.oovovoiioioiseee . (4.147)

Calculo:

{AG} [E OHAg}
= e (4.148)
At| . 10 GJlAY],.

b) Salto elasto-plastico

Representacion de salto elasto-plastico

(&)
Figura 4.30
Condiciones:
Fr =0, 43T, =0, <O, (4.149)
fo =0, +A6, P +3(T, + AT, P =0, =0 (4.150)
Calculo:

{Ac} [E O:HAS}
= R ) (4.151)
At 0 0 GflAy 0

donde:

fo =76, +80,,F +3(t, + AT, —0, >0, (4.152)

El punto A se obtiene escalando por . el incremento de tensiones A6y,
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Aol e (4.153)
s =U A, .
y obligando a que el punto A se encuentre en la superficie de fluencia:
fi=yl0, +1Ac,, F +3(t, +1AT, P ~0, = 0w (4.154)
1' 2 . .
obteniéndose el valor de | = bt 2b e (4.155)
‘a
donde:
A=AC )" + 3 AT, i, (4.156)
b=2(0,"A0 1) +37T, AT,y ) v (4.157)
C=0, 43T, =0, e, (4.158)

El incremento de tensiones del tramo plastico se obtiene realizando la integral:
A6 =j C o8 oo, (4.159)
donde g4 = C-I'GA ; €c = €a t Agac

Para incrementos pequeiios, la expresion anterior se puede sustituir por:
A6, =AG,, =C, Ag,;, =C, (I —U}AE;G oo, (4.160)

Si identificamos el punto D con el C se comete un error pequeio que nos aleja de la
superficie de fluencia.

A =+(6, +A0,, +A0,, ) +3(t, + AT, +AT,, ) =0, #0............. (4.161)

Para regresar a la superficie de fluencia modificamos las tensiones de modo que sélo
provocan deformaciones plasticas, es decir, nos movemos en la direccion normal a la
superficie de fluencia. Sea (c¢,1c) la tension incognita, se obtiene como interseccion de
la curva de fluencia:

S =G 43T =0, =0 ool (4.162)

y la recta normal a dicha curva que pasa por D, de forma paramétrica es:

of
ol_J% L, elool _Jo0l, & )20 (4.163)
T T, al T, 2.06@ 6"CD ............................ .

at ],
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Sustituyendo en la ecuacidn anterior resulta una ecuacion de segunda segundo grado (muy
similar a la empleada en el célculo de p), de donde se puede despejar el valor de & y se
desecha la mas alejada del punto D, es decir, C, (ver figura 4.30).

Existen otros métodos como el de sub-incrementos, “backward euler return”, Runge Kutta
de orden superior, que pueden mejorar el anterior (Crisfield (1991), Belytschov(2000)).

b) Salto plastico

Condiciones:
=0, 3T, =0, =0, (4.164)
fo =6, +A0 0 P +3(t, + AT, ) =6, =0 oo (4.165)

Calculos: se realiza de una forma similar a lo expuesto a partir del punto A del caso
anterior.

Calculado (oc,1c) se puede obtener las fuerzas internas equivalentes del principio de los
trabajos virtuales:

s, =[[[lo. . }{;’5 }-dV ............................................. (4.166)
vV Xz

para lo que nos falta especificar {dey, 0yx,}. Las deformaciones {&x, yx,} vienen dadas por:

d > d* =a ||
R — . z- _m.
{ex}: it d dx? ||V (4.167)
7 0 OSRR——— .
el 1o o 0 2%
dx 0,

Los desplazamientos en funcion de los movimientos de deformacion pura {dp}={ 6y, 0,1,
®1, uz, Oxp, 0y, 0,2, d2} vienen dados por:
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,eyl
ezl
u 0 0 0O N, O O 0 0 || o
v _|N 0 0o 0 o0 N, O 0 || u, (4.168)
W - 0 _Nl 0 0 O 0 _ 2 0 GXD ------------ .
0, 0 0 Ny, O N, O 0 Ng|],,
z2
[ 0> |
% 2
siendo las funciones de forma: N, = N, = x-(l —z) ....................................... (4.169)
xY (x
Ny=Ng=|— | Ll ==1 | 4.170
V() ) @170
xY xY
N3 :N7 =3(z) —2(2) ...................................................... (4 171)
x
N4=z .............................................................................. (4.172)

La eleccion de estas funciones de forma no daré lugar a la matriz de rigidez exacta para el
caso lineal (ver Anexo 1). Para obtener esta se han de emplear como funciones de forma
para la torsion a las siguientes (ver Anexo 1):

. %[(s—k-L-c)cosh(k-x)+ (1=c+k-Los)sinh(kx)+ (1= e Yex—(s— k- Lc)]
5
1 1 o N (1N (oY Leeeees

N6 = m — [k COSh(k .X)+ (C— I)Slnh(k x)+ (1 —C)’k X — (S -k .L)]

N, (c—1}cosh(k-x)—s-sinh(k-x)+s4kx+(1-c)
...................................................................................................... (4.173)

. : GI,
siendo s =sinh(k-L); ¢ =cosh(k-L) y k =

Ela

Las deformaciones {&, yx,} seran pues:
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79},1
ezl
o,
Sx _ _y_N1H _Z'NIH _(E'NSH N4l _(E'N7” _y‘Nzﬂ _Z_NZH —(E‘N()" uz
Y. 0 0 22Ny 0 2yN,' 0 0 2:y'Ng' [|9.0
0.,
622
0, ]
...................................................................................................... (4.174)
que se puede expresar de forma simbdlica como:
LT B D) et (4.175)
siendo, por tanto, la relacion entre deformaciones y desplazamientos virtuales:
{OEFT[BI{OAD} +nventintiti s (4.176)

En la expresion anterior (4.174) 6xp=0x,-0x,, es el giro de torsion relativo al extremo 1.
Introduciendo la expresion de {de}, en el PTV, obtenemos las fuerzas internas asociadas a
cada grado de libertad {My;, My, Biy, fo, My, Mys, My, Bis }

de
.”..[{o-x T %5-\; }dV = My, 80y, + Mz,-86z, + Bi; -89, + fir,du,
v z

[ TR R RO TR (4.177)
+ Mx,-00x,, + Mg 060y, + Mz,-00z, + Bi,-d0,

My, = [[[ 30NV (4.178)
Mz, = [[[(C 20NV (4.179)
Biy = [[[C®ON 2y tNS Y oo (4.180)
Siy = [[JONAV oo (4.181)
My, = [[[E@ON, 42y TN Y e (4.182)
My, = [[JEyoN, WV oo (4.183)
Mz, = [[[( 20N, WV oo (4.184)
Bi, = [[[E® 0N 2y TN WY o (4.185)

Las integraciones anteriores se realizan de forma numérica. Se suelen emplear 2 o 3 puntos
de integracion en la direccion x. Cuando se utilizan dos puntos de integracion se
seleccionan en las abscisas:

Ly
“=3(5)
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Puntos de integracion en el eje x

Figura 4.31

La seccion transversal se discretiza en la forma indicada en la figura 4.32, evaluando el
valor que toma la funcién en el centro de gravedad de las ‘n’ sub-areas en que se
descompone.

Discretizacion de la seccion transversal

i k Ai,01,T1)

zl

Figura 4.32

2

Jjjf(an’aZ)dV :£ J;!f(xlay’z)dA+_A';zl.f(xzayaz)dA:l:é(lz:‘,f(xnynzi)“li +gf(x2ayj’zj)Aj]

Cabe recordar que, tanto ® como ; ,son funcion de (y,z). Asi por ejemplo, para el célculo
de My;:

48



Meétodo aproximado para estimar el estado limite uiltimo de entramados metalicos esbeltos

-t 5

i i
i=1

o, A +

L

1 f
2

Para el célculo de la matriz de rigidez, que nos relaciona diferenciales de fuerzas con
diferenciales de movimientos, debemos derivar* (variacion de gateaux) la expresion del

PTYV con respecto a los movimientos.

m{ae 5 - }{ }dV {5d}mm m{ “}dV fa}, . L

o do)(de

df dad
== [1eT ool Gy v =116

de dy |ldd

donde [D] es la matriz tangente

8x2°

.(4.188)

(D)., (B sdv .(4.189)

constitutiva cuyo valor sera C 6 Cep, segun el punto se

encuentre en comportamiento elastico o elasto-plastico (sobre la superficie de fluencia).
Para el calculo de la matriz de rigidez se emplea la misma discretizacion que para el calculo

de las fuerzas internas.

La matriz [BT] [D][B] es

2 D,aa, D, aa;
D,a,” D,aa, D,aa, D,aa
+D_ a,b, +D_ a,b,
D, a,a D, a,a
D,a,’ e D,a,a, e D,a,a,
+D,a,b, +D._a,b, -
Daa32 +Dbb12 D,a,a;  D,asas+D,bb, D,asa
+2D,a;b, +D.a,b, +D, (a3b2 +a5b1) +D, ab,
D a,a
Daa42 e Daa4ab
+D_ a,b,
Daas2 +Dbb22 D, asaq
+2D_ asb, +D_ agb,
SIMETRICA D,a,’

D,a,a4
+D.a,b,
D,a,a
+D_ a,b,
D, a,a, +D,bb,
+D, (a3b3 +a8bl)
D, a,aq
+D_a,b,
D, asa, +D,b,b,
+D, (a5b3 +axb2)
D, agza
+D_ab,
D, a,aq
+ D, a,b,
D,a.’ +D,b,’
+2D. agb,

...................................................................................................... (4.190)
donde [B] esta definida por la expresion (4.174) y [D] esta definida en (4.135) o (4.145).

Estas expresiones se han escrito en forma simbolica como:
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[B]:["' I T R ag] ................................... (4.191)

[D]= Do D 4.192
= b [ (4.192)

suponiendo un comportamiento lineal mecanico y utilizando las funciones de forma
“exactas” para el comportamiento a torsion (4.173) resulta:

L T A
M) 0 4ilz 0 0 0 o 2L 0 ;
M., kL —s s—kL || 9
0 0 0 I-¢) 0 0 °
B, k P( ) k o,
fol_| 0 0 0 B4y 0 0 0 Uy
= I 72 L (4.193)
M, 0 0 opli=e) 0 psk 0 0 pl=c)|®
M
e |28, 0 0 o A 0 0,,
Mz2 L 2 4 6:2
B, o HE 0 0 o 2EE o o,
_ 3 3 [0 ]
0 0 =K o pi=c) 0 0 pkE=s
! k ko]
donde k= i) , c=cosh(k-L), s=senh(k-L)y p= o
E-la 2—2c+klLs
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Modelo que capta la plastificacion progresiva a lo largo de
barra y en sus secciones.

Q
P
WA . , .
Comportamiento eldstico
Q+AQ
P+AP
Yo a

Plastificacion progresiva

Figura 4.33

4.5.1.1 METODO DE LAS ROTULAS PLASTICAS Y MEJORAS

El método que acabamos de exponer requiere un gran esfuerzo numérico para considerar la
extension de la plastificacion (figura 4.33) a lo largo de la barra. Normalmente se recurre a
aproximaciones mas simples.

El método mas aceptado es el de las rotulas plasticas, que ya fue programado por J. Michael
Davies et al. en los afios 60. Son modelos de barras, que no detallan aspectos parciales de la
seccion, en los que la ley tension deformacion del punto, se sustituye por una ley elasto-
plastica esfuerzo-deformacion generalizada de la seccion.

La diferencia fundamental con el modelo visto anteriormente es que las zonas plasticas se
localizan en rotulas plasticas. El analisis se hace paso a paso suponiendo un
comportamiento mecanico lineal en cada salto y modificando la naturaleza de la estructura
a medida que se van formando las sucesivas rotulas plasticas. El calculo conduce
finalmente a la carga de rotura rigido-plastica.

La relacion entre incrementos de fuerzas y desplazamientos en una barra genérica de un
entramado plano viene dada por:

AFx , Au, |
AFy Av,
AMz ABz

=K SR 7AY S U 4.194
AFx [k} Aw, {AF,,, } (4.194)
AFy, Av,
[AMz , | _AGZBJ
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siendo [K] la matriz de rigidez y {AFgmp} el incremento de las fuerzas de empotramiento
perfecto.

Modificacion de la estructura al producirse una rétula plastica en el extremo A
Rotula plastica AMzE
A B
o AFxEe
AMzs=0
/_\F}Hx AFYB
Figura 4.34

Cuando se forma una rétula pléstica en un extremo de una barra, por ejemplo, el extremo A
de la figura 4.34, se supone que la seccion gira como si fuera una rétula de modo que
AMz,=0. Sustituyendo en la expresion anterior se obtiene:

[AFx ] [ Au, |
AFy Av,
0 ABz ,
=K R TAY L TR 4.195
) AF)CB [ ]< AuB { EMP} ( )
AFy, Avy
[AMz, | LAGZBJ

Se puede condensar estaticamente el grado de libertad A8z,, siendo [K*] la matriz de
rigidez condensada y {AFgwp*} el incremento de fuerzas de empotramiento perfecto
condensadas, lo que conduce a:

[AFx ] [Au, |
AFy Av,
AFx, b= [K*R Auy b+ {AF 0 ¥ o, (4.196)
AFy, Avy
[AMz, | | ABz; |
Modificacion de la estructura al producirse una rotula plastica en el extremo B
Rotula plastica
AMze=0
A B
AFxa }» AFxs
AMza
AFya AFys
Figura 4.35
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De forma analoga se procede cuando se forma una roétula plastica en B figura 4.35,
AMzg=0 y se condensa estaticamente el grado de libertad ABzg, Cuando se forman rétulas
con curvatura de signo contrario en ambos extremos (figura 4.36).

Modificacion de la estructura al producirse rotulas plasticas en los extremos
Rotula plastica ROMZE};@&%&
A B
AFxa —é %—» AFxe
AMzs=0
AF}-’A AFYB
Figura 4.36

AMzx=0y AMzp=0 y se condensan estaticamente los grados de libertad AOzg y ABzs. En
este método hay que contemplar una limitacion de giros en las rotulas plasticas dada por
problemas de ductilidad (abolladura).

Modelo de rotulas plasticas concentradas.

Q
P
s . s
Comportamiento elastico
Q+AQ
P+AP
e

Formacion de una rétula plastica

Figura 4.37

Las rotulas plésticas se forman por la accion combinada de los esfuerzos que solicitan a la
rebanada. Los criterios mas utilizados (ver figura 4,38) son los propuestos por Orbison
(1982) y la AISC (basados en los estudios de Kanchanalai).
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Diagramas de interaccion

o
E
-z
|

[iL ]

Resistencia
plézstica

Resziztencia
#  plastica T

-

[nicio
fluencia

1o

wy TN M i
Hr My
Figura 4.38

Segun Orbison, la formacion de una, rotula plastica en un perfil en doble te viene dada por
la condicion a=1 en las expresiones:

_ P M, B M,
p —? cm, = (eje fuerte);my = ;
Y pz ry
— 2 2 4 2 2 6, 2 4 2
o=115p " +m.~+m, +3.67-p~-m~+3p°m ~+4.65m_m~ ... (4.197)

Segun la AISC, la formacion de una, rotula plastica en un perfil en doble te viene dada por
la condicion a=1, en las expresiones:

M M
P.8M, 8M P 2M 2M

=—+— —— Sl — 22— ——F—— (4.198)
P oM, 9M, P 9M, 9M,
M, M, M
o= i + 2 +MZ si£<g 2 +E =R (4.199)
2P, M, M, P O9M, 9M,

Chen W.F. y Chan S. L. propusieron en (1995) un elemento para el comportamiento
inelastico que admite la formacion de rotulas pléstica tanto en el centro del elemento como
en sus extremos.

Se han formulado mejoras del método de las rotulas plasticas que capten la plastificacion
progresiva. Destacan las propuestas de Liew y Tang (1998), Kim y Chen (1996), Clarke et
al. (1992) y Orbison (1982). A continuacion se describe la propuesta de Kim que incorpora,
a su vez, la no-linealidad geométrica a través de las funciones de estabilidad.

Para considerar la existencia de tensiones residuales utiliza el modulo de elasticidad
tangente “ficticio” (Et) propuesto por la CRC (Column Research Council):

_ Inicio fluencia
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E, = E,Si POS5AGC, cvovoeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e (4.200)
E, =B | G P> 0SAG, oo (4.201)
40, 40,

Ademas, para considerar la existencia de imperfecciones geométricas, lo corrige, con un
coeficiente £i=0.85:

E, = EE,, ST PEOSAC, cveeeeeeoeeeeeeeeoeeeeeeeeeeeereee (4.202)
E, = E¥, 4'—P[1 —L), ST P> 0.5 A, oveerereeeeeeeeeeeeree e (4.203)
40, 40,

Para tener en consideracion la reduccion de rigidez debida a la existencia simultanea de axil
y flexion, es necesario un modelo de reduccion gradual de la rigidez. Este modelo capta la
plastificacién progresiva a modo de conexidon semi-rigida, siendo la rigidez de esta
conexion, variable a medida que progresa la plastificacion. Inicialmente, en
comportamiento elastico 0<(.5, se comporta como una conexion rigida y en el momento
que 0>0.5, la conexion pasa a considerarse como semi-rigida. Cuando se alcanza el valor de
o=l en un extremo este pasa a comportarse como una rotula plastica y por tanto a nivel
incremental su respuesta es la de una rétula en la que existe una desconexion al giro, no
pudiendo producirse ningun incremento adicional del momento.

La forma matemadtica de expresar el modelo de degradacion (parabolico) debido a la
plastificacion en cada uno de los extremos de la barra es:
M =1 ST O 0. (4.204)

MN=40(1=0) ST 00> 0.5 0o (4.205)

donde el valor de i se obtiene para los extremos Ay B, el coeficiente a depende del criterio
de plastificacion seleccionado, Orbison, AISC u otros mas adecuados en funcion del tipo
de seccion.

La relacion de las fuerzas con los movimientos es a través de la matriz de rigidez en la que
incorporan la no-linealidad geométrica con funciones de estabilidad. A continuacion se
muestra la relacion entre fuerzas y desplazamientos de deformacion pura cuando la rigidez
al alabeo es despreciable.
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E .
rd 0 0 0 0 0
L
P E.-T E I
foo 0 p,rE p Er 0 0 0 |[u
M L L 0
" Ep-ly Er-ly v
Mo | O PuT T Py 0 0 U | Y (4.206)
E I E. -
M, 0 0 0 P2 L= 32 ok 0 O
M ELI ELI G
I I
_sz J 0 0 0 P32 TL P2 TL 0 LexD
0 0 0 0 0 Gt
L L |
S’ S, 2
donde pli :nA(Sli - ;l (l_nB) N pz,- :nB Sli - ;l (l_nA)];
17 1

[k, - cos(k,) —sin(k,)]- k,
= . -S.. ; S . = i i i ! 5
Po = MaMs s 5 50 = 0k sin(hy) + 2 costhy)]
—k[-[sen(ki)—k,-]

S, = - ; k=L . ; ky, =L P
[-2+ k, -sin(k,)+2- cos(kl.)] Ely E-I,

Otros aspectos significativos sobre este método se pueden consultar en el libro de W. F.
Chen (1997).
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4.5.2 NO-LINEALIDADES MECANICAS EN ESTRUCTURAS FORMADAS POR
ELEMENTOS SUPERFICIALES PLANOS

En la teoria ingenieril de los elementos superficiales planos, se desprecia la deformacion
asociada a las tensiones tangenciales inducidas por los esfuerzos cortantes. Asi pues, estas
tensiones no se pueden evaluar a partir de la deformacién de la placa, sino que se calculan
por consideraciones de equilibrio.

En un elemento superficial plano las deformaciones de un punto genérico Q vienen dadas
por:

2
e = dux,y) 9 W(f’y ) e (X 2) oo (4.208)
ox ox ’
2
= ovlx,y) 0 LG e (4.209)
) ay ay )
2
oy = 8u(x,y)+ av(x,y)_z.z d"w(x,) e, (0,1,2) (4.210)
v dy ox oxdy i

donde:

{er , €yr, Exyry = deformacion debida a las tensiones residuales

La expresion anterior se basa en la hipotesis de Love-Kirchoff :“Las normales al plano
medio del elemento antes de la deformacion, permanecen normales al plano medio
deformado y son inextensibles”, lo que implica despreciar las deformaciones asociadas a
los esfuerzos cortantes.

El comportamiento elasto-plastico del acero lo modelizamos con la teoria incremental de la
plasticidad, la regla de flujo plastico de Prandtl-Reuss y el criterio de plastificacion de Von
Mises. Se supone que el material es elastico-perfectamente-plastico, es decir, sin
endurecimiento.

Cuando las tensiones (ox, Gy, Txy) s¢ mantienen en el interior de la superficie de fluencia

f= \/(ze +G),2 -0,0, +3-1:Xy2)—ce <0, por ejemplo el punto J de la figura 4.39, el

comportamiento es eléstico y la relacion entre el incremento diferencial de la tension do y
el incremento diferencial de la deformacién de viene dado por:

do 1 v 0 ||de,

do, =1 £ S[vo 1T 0 Rde, b (4.211)
-V I-v '

dt,, ; 0 0 - ay,, J

que puede anotarse como do = C - de.
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Superficie de fluencia
° Q d
< grad(f)
=0 ™
oX
Figura 4.39

En tensiones principales la curva de fluencia viene definida por:
fz\/(612+622—61'62)—6 0 e (4.212)

e

Representacion de curva de fluencia y puntos significativos
En los ejes se han representado las tensiones principales

Q grad(f)

Figura 4.39a

Cuando el estado tensional se encuentra en la curva de fluencia, por ejemplo el punto R de
la figura 4.39a, se acepta que el incremento diferencial de la deformaciéon consta de dos
sumandos: La parte elastica y la parte plastica:

de de de

X xe xp
de, p=9de,, pFQdE , o (4.213)
dYXJr d’Yx_ve dY)gp
que puede anotarse como de=dge+dep............ooi (4.214)

La relacion entre do y deg, es la citada anteriormente:
QO =C  dEeeuenniniii i, (4.215)
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y como de. = de - dg,, se tiene:
do=C  (de-dgp).....oooviiiiiiiiii (4.216)

Se admite que el incremento diferencial de la deformacion pléstica lleva la normal a la

superficie de fluencia f =06, -0, = \/(ze + 0),2 -0,0,+ 3-‘cxy2)—ce , (regla de flujo de

Prandtl Reuss para que las deformaciones plasticas sean sin cambio de volumen), esto es:

o
de,, aaﬁx " 26, -0,
de,, r= 8f bdA = ( = - 2) 26, =6, [coiiiiii (4.217)
G, 2 lo."+0. -0 +31T_ g
dY df \/ ' g Y Y 61T,
arx},
que puede expresarse como de, =grad(f)-dA ... (4.218)

donde A es el multiplicador plastico que determina la cantidad de deformacion plastica.

El escalar d A se despeja a partir de las ecuaciones 4.214 y 4.218 e imponiendo la condicion
de que los vectores grad(f) y do son ortogonales, esto es, df = 0.

grad() - do =0..... ..o (4.219)

de donde se deduce

grad(f)’ -C c
grad(®' Cgrad(y ~ (4.220)
T
| 206,-0, p 1 v 0 [3e,
5 20, -0, — v 1. 0 |oe,
c —v _
T e, 0 0 =V 3¢,
dh = - 2, 7 (4.221)
20,-o0, I v 0 26,-0,
1 E 1 :
o 20,-0, Ve v 1 | 0 o 20, -0,
7| e, 0 0 —;V 7 61,

y sustituyendo de nuevo en 4.215, se obtiene:

. . T .
do = (c _Cegrad(®grad() € }ds =Co e o) (4.222)

grad(f)"-C-grad(f)

en nuestro caso, sera:
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. 2-(5,1,—0), . Z'Gx—Gy ! E 1 v 0
5 20,-0, 5 20,-0, P v 1 0
Sty oot Crl 61, |70 61, o oo Y
c,=——fv 1 o |lo1 o] 2
I-v 1-v T
0 0 —1]l0 0 1 20, -0, 1 v 0 20, -0,
2 1 ’ E 1 ’
7o 20,-0, _v? v 1 10 7o 20,-0,
eff 6.1\’)} 0 0 -V eff 6.Txy
’ 2
resultando:
(0.v=2)+0,(1-2v)} (0.2-v)+o,v-1)fo,2-Vv)+0,(v-1) 3(v-2)s, +({(-2v)s, ), (v-1)
Cep = [C]+ p simetrica (Gy (v - 2)+ c, (l - 2V))2 3((\/ - 2)G_V + (l —2\/)6'{ )l:x). (v —1)
simetrica simetrica 91, ? (v- 1)2
................................................................................................... (4.223)
donde p =

1-v* (4v-5)o, +o, ] +(18v-18),

Esta expresion relaciona el incremento diferencial de la tensién doe con el incremento
diferencial de la deformacién dg, para los estados tensionales que se encuentran sobre la
superficie de fluencia (f=0).

La teoria de la plasticidad define relaciones diferenciales entre las tensiones y las
deformaciones. El problema al que nos enfrentamos es que, partiendo del estado J, al pasar
al estado C se produce un incremento finito de las deformaciones Agyc. Nuestro objetivo es
calcular el verdadero incremento de las tensiones Aoy en el salto JC.

Datos: €5, 65, Agyc
Incognita: Acyc

Suponiendo que no hay procesos de descarga, es decir, operando con solicitaciones que
evolucionan de modo que las deformaciones siempre aumentan, se pueden presentar tres

situaciones:

a) Salto elastico.

Condiciones:
f,=4l6.,7 46,7 ~06,,0,+31,,7)=0, <0t (4.224)
fc = \/((ij + AGxJC )2 + (GyJ + AGch )Z - (ij + AGXJC )(Gyj + AGyJC )+ 3'(T.xJ + AT'ch )2 ) -0, <0

................................................................................................. (4.225)
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Representacion de salto elastico
02
/' C
J
O
Figura 4.39b
Célculo:
Ac, . 1 v 0 ||Ae,
Ac, ¢ = P VoL 0 JAE, p e (4.2206)
-V I-v
At,, JC 00 Ty AV, Jc
b) Salto elasto-plastico
Condiciones:
f, = \/(GXJ2 +0, -6,0, +3'Txyl,2)—($e SO (4.227)

fc = \/((ij +AG )2 + (GyJ + AGch)Z - (GxJ +AOC ¢ )(GyJ + AGch )+ 3'(TxJ + AT, )2 )_ c,=0

................................................................................................. (4.228)
Calculo:
Ac, E I v 0 Ae,
AC = v 1 0 Aey
g 1-v 1-v
Arxy 0 0 - AYXV
” 2 SRR UURRTRRRR (4.229)
donde:

fQ = \/((Gx,/ + AGJCJQ )2 + (Gy,l + AGyJQ )2 - (ij + AG}@/Q (GyJ + AGyJQ )+ 3'(1);/ + ATL/Q )2 )_ G, > 0

El punto A se obtiene escalando por p el incremento de tensiones Acyq,
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Ao, Ao,
AG, r SWAC b (4.230)
At At

1 Y1 Jo

y obligando a que el punto A se encuentre en la superficie de fluencia:

fA = \/((ij + H'AGxJQ )2 + (GyJ + H'AGyJQ )2 - (ij + M'AGxJQ )(GyJ + H'AGyJQ )+ 3'(TxJ + M'ATxJQ )2 )_ c,=0

El céalculo de p es analogo al de £ que se muestra mas adelante.

Representacion de salto elasto-plastico

O1

Figura 4.39¢

El incremento de tensiones del tramo pléstico se obtiene realizando la integral:
€c
AG = [(CopE oo (4.231)
€4
donde g5 = C'l-cA ; €c = €a T Agac

Para incrementos pequeios, la expresion anterior se puede sustituir por:
A6, ~A6,, =C,, Ag,, =C, (I-U}AE ..o (4.232)

Si identificamos el punto D con el C, se comete un error pequeio que nos aleja de la
superficie de fluencia.

Af _ (GxJ + A(ijA + chxAD )2 + (GyJ + AG)!JA + A(SyAD)Z -6 # 0
- (ij +Ac, , +AG ), )(GyJ + AGyJA + AGyAD )+ 3'(TxJ +At, , +AT,, ) ‘

................................................................................................. (4.233)

[S]
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Para regresar a la superficie de fluencia, modificamos las tensiones de modo que solo se
provocan deformaciones plasticas, es decir, nos movemos en la direccion normal a la
superficie de fluencia. Sea (o¢,1c) la tension incognita, se obtiene como interseccion de
la curva de fluencia:

f= \/(ze +0,”-0,0, +3"ny2)—(5 ........................................ (4.234)

y la recta normal (escrita de forma paramétrica) a dicha superficie que pasa por D:

of
tele] :
Gx G.XD afx ch % 2 GxD - GyD
Gy = GyD + 2’;« g = GyD + ) \/( > > 3 > 2'GyD —-0,,
y Yo, +0, -06,0 ,+31, ) ,
Txv TX)D af TX)D xD yD xD ~ yD xyD 6 TxyD
.,

.................................................................................................. (4.235)
Sustituyendo esta relacion en la ecuacion anterior resulta una ecuacion de segundo
grado de donde se puede despejar el valor de &.

—bxAb? —4ac

at’ +bE+c=0,portanto &=

2-a
donde:
2 2 2 2 2 2
7(6,,° +0,,°)-130,,0,, +1081,, 5(0,,° +0,,°)-80,,G,, +36T,
a= - > ’ = = -
4'GeﬂD 2'Gefﬂ)
C =0 =0, (4.236)

y se desecha la solucion mas alejada del punto D.
c) Salto pléstico

Condiciones:

2 2 2
fJ :\/(GXJ +GyJ _GxJ-G)J+3'Tny )_Ge :O

fc = \/((GxJ +AC ¢ )2 + (GyJ + AGch)z - (Gu +AC ¢ )(GyJ + AGyJC )+ 3'(T.xJ + AT, )2 ) -0,=0
(4.237)

Célculos: se realiza de una forma similar a lo expuesto a partir del punto A en el caso
anterior.

Las fuerzas internas equivalentes se obtienen aplicando el principio de los trabajos
virtuales:
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o€,
W, =[[[fo. o, T R8e, pdl oo (4.238)
Vv S'ny

El vector {0, 8¢y, 0y} s€ determina aplicando el siguiente proceso:
Las deformaciones {gy, &y, Yxy} son:

v o
a P
Sx dx dx u
d d?
g, 0= 0 =z S Wb (4.239)
’ dy dy
Ty d d PR L
= X 92
| dy dx dxdy |

Los desplazamientos en funcion de los movimientos de deformacion pura {dp}={ 61, Oy,
w, Oy, Oy, U3, v3, O3, 63} vienen dados por:

o o
=
L3S

o o

T S (4.240)

=

E

=

=

zZ o o
o o
oz o
Z o o
=

=

Las funciones de forma son las indicadas en el capitulo 3 asociado a los grados de libertad
considerados. Resultando la expresion de [B] que relaciona {&g}=[B]{dp}

_Z_N4||X _Z_Nsnx N]IX _Z_N()llx —Z'N7”x N2|X 0 _Z'NSHX
—zN,""  —zN" 0 —zN," —zN," 0 N," — N
_2'Z'N4”Xy —Z'Z'NSHW N1|X+N1|y _ZZ_N()nxy _ZZ_N7V|x)’ N21X+N2|,V szx+N27,\’ _2Z.N8||X,\’
siendo, por tanto, la relacion entre deformaciones y desplazamientos virtuales:
{08} =[BI{OAD} «veeniiniii i (4.241)

y sustituyendo en el PTV (ecuacion 4.238) obtenemos las fuerzas internas asociadas a cada
grado de libertad {Mxl, Myl, fxz, sz, Myz, fx3, fy3, MX3, My3}
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o
[[[le. o, =, aez dV = Mx,-80x, + My, 80y, + fic, du, +Mx,-80x,, +My, 80y, + fi, du, + fi, dv, +
' &y,
+ Mx,-806x, + My, -89)/:
...................................................................................................... (4.242)
Mx, = [[[(c 20, N, =20 N 220 NS RV (4.243)
My, = [[[E 20, Ny =20 N =220 NSV (4.244)
Sy = [[[ (0N 4 AN N Y (4.245)
M, = [[[C 20, N =20 NV =221 NS WV o (4.246)
My, = [[[C 26, N, =20 N, =220 N WY (4.247)
Sy = [[Jlo Nyt (N, N AV (4.248)
By = [[[lo, N, 4 AN, N DAV (4.249)
M, = [[[( 20, N 26, NV =220 NS MV (4.250)
My, = [[[E 20, N, =20, -Ny ™ 220 NS WV (4.251)

Estas integrales se hacen de forma numérica utilizando 3 puntos de integracion sobre la
superficie de coordenadas naturales (ver Anexo 1) (0.5, 0.5, 0), (0, 0.5, 0.5), (0.5, 0, 0.5) y

‘n’ en el espesor, cada capa tendrd un espesor ¢; y el valor en cada capa se tomard en el
punto medio.

Puntos de integracion en la superficie

(x2,y2)

Figura 4.40

I_Uf(x,y,z)dV=§[J.f(xl,yl,z)dz+ff(xz,y2,z)dz+J.f(x3,y3,Z)dZ]=

A n n n
S[Brtrnde Frtess e B rze
i=1 = k=1

............ (4.252)
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Puntos de integracion en el espesor

Figura 4.41

Para el célculo de la matriz de rigidez, que nos relaciona diferenciales de fuerzas con
diferenciales de movimientos, debemos derivar la expresiéon del PTV con respecto a los
movimientos.

GJ( GX
JJ‘J‘{SSx 68y BYJQ Gy dV = {Sd}lx‘) J.J.J.[B]T Gy dV = {ad}l)@ {fint }9x1 . (4253)
’ Tx_v ’ Txy
do, do, do. |( 4
de, de, dy, || qd
df, r |do, do, do, |l de, _ r
[K] = d_dt = J‘J‘J.[B] 9x3 dsj di—:yy d’ny ddd dV = JJI[B] 9x3 '(D)3x3 '[B]3x9 dv
dv, dt, dt, ||%s
de, de, dy, | dd |

................................................................................................. (4.254)
donde [D] es la matriz tangente constitutiva cuyo valor sera C 6 Cep, segin ¢l punto se
encuentre en comportamiento elastico (dentro de la superficie de fluencia) o elasto-
plastico (sobre la superficie de fluencia).

En el anexol se ha deducido esta matriz admitiendo que el material presenta un
comportamiento mecanico lineal.
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